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AVERTISSEMENT. 



Xja Trisection de Fangle on deFarc <piî en est là 
mesure, en n'employant que la règle et le compas ^ 
est un problème dont la solution rigoureuse est, 
depuis long-temps , regardée comme impossible. 

Mais quelques Géomètres l'ont renduo plu» ac- 
cessible, en la faisant consister dans la deacriptron , 
par un mouvement continu, d'une courbe ajaatnoyën 
^e laquelle on puisse obtenir le tiers d'un arc quel- 
conque : en écartant ainsi la condition f àcheu&e de 
ne faire us^ge que de la règle et du coixipas , iis Qnt 
laissé, sous l'autre condition, pleine liberté^ dans 
le choix des' moyens. . ". • . 

Nous aurions dpnç complètement xempH. léui^ 
intention, puisque la' opurb^triseçtricé. se décrit ea 
même temps que la circonférence dans kqilèlte* on 
opère la triselçtioil deâ^ £trcs , circxmfenèîQCè qui est 
ici la directrice du mouvexlieot. ^ ^ 'i< > 

• Il nous endurait peu comité d'imaginer , à Fefiigit 
de faciliter la description de cette courbe^ em 
compas ^ t^iseepeUr d'mle ébitsbrui^tîon twt sfoàple^ 
puisque, dès nos premières recherches'^ nous èa 
avons conçu et :&ît ekjkttt^ ù^ trèà^pe^û coûîpbsé;; 
mais nous sjmimes disp«ttftés de 4e &xi^e Contiàttrêi 
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iv AVERTISSEMENT; 

ici, parce que, même à ne considérer la chose 
que gf f phieuemeHt 5 il» est beaucoup plœ expédi- 
tifde^pÉPOceder par tâtonnement, si (îe n*est Cepen- 
dant dans le rfas où on aurait à diviser une plate- 
forme , ou le limhe^'un instrument. 

Le problème inverse , c'est-à-dire la question 
de faire un arc triple d'un autre, sans cependant 
|>orter''deux fois bout à bout d'elle-même surlacir— 
confërëïice, la 'Cordé de l'arc simple, nous afouriiî 
deux constructions de la courbe trisectricè , l'une par 
points, Taùtre par un moùvemetit cotitiilu. 

La. bourbe trisectricè , pour être complète , 
doit ppérer la division des arcs de zéro a troiè 
circonférences, c'est-à-dire qu'un même point de 
la trisectricè doit dominer, pour un arc défini pal- 
sa- oôrde ^ lès eo:^déà du tiers de cet arc, du tiers dé 
e^^ arc plus la circonférence , et enfin du tiers du 
même ârc plus deux circonférences, A ces arcs de 
zéro aune, à deux et à trois 'circonférences, con* 
sidérés 'eommie:aifCs triples^ ôôi^responàèUt des por- 
tions bien distinctes dfefe'*iàec*rice, portions qui 
B'^ont'été tiîouvéesqueisuCùèfssivenient^ partie qu'on 
He> é'était d'abord p^opbsé fo triëècfion des angles 
que sous l'aspect gFà^driqtié',^ ^t qu'ainsi 'il suffisait 

T^fice* j^^f^}^ OQUS a3îonficdi>paé à la solution toute 
l'élf^i^e; i|&e<»^l^^ et q[ue k Géomé-^ 

.î,Çette ^c^rJ^-^p^Sya. $m7lÀ>é5^itluer de deux ma-? 
xâèrfi»^ Jys çwds^tÔe§j»§ïiî«bcce&ttfi^^- en parii» 
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AVERTISSEMENT. r 

du vsyxm ; elle nous a fourni plusieurs autres pro- 
priétés collatérales que nous avons consignées dans 
cet Ecrit. 

Li description de cette courbe par le mouve- 
ment continu^ donne naissance à une autre courbe 
symétrique comme elle , par rapport au même axe ^ 
mais plus simple que la trisectrice^ et qu'on peut 
aussi faire servir à la trisection de l'angle. Nous 
avons fait connaître une autre génération, de laquelle 
nous pouvions attendre la solution géométrique du 
problème des tangentes; mais nous n'avons pu dé- 
montrer, en rigueur, que la ligne que nous annonçons 
connue tangente, laisse au-dessous d'elle tous les 
points de la courbe voisins du point commun, et 
comme cette prétendue tangente est toujours perpen- 
diculaire à une ligne dont l'extrémité décrit la trisec- 
trice , nous étions ramenés à prouver que cette ligne , 
dans toutes ses positions , passait par les centres des 
cercles osculateurs de la trisectrîce. Au reste, comme 
l'Analyse nous avait donné une valeur de la sous-tan- 
gente, facile à construire , nous avons peu insisté 
sur la solution par la Géométrie. 

Nous ferons connaître aussi brièvement qu'il 
BOUS sera possible, la partie analytique de cet Ecrit r 
d'abord nous avons déduit de la propriété de chacun 
des points de la trisectrice, l'équation de la trisec- 
tion de l'angle , dont les trois racines réelles sont 
les cordes ou les cosinus des tiers de trois arcs don- 
nés par la même corde ou par le même cosinus; puis 
nous avons recherché et discuté les équations aux 
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coordonnées polaires et rectangulaires de celle 
courbe. La première est z = acos ^dbi y z étant 
le rayon vecteur j ^ Tangle qu'il fait avec un axe 
symétrique , dans la trisectrice , et Funité le rayon 
du cercle dans lequel on opère la trisection des 
angles. La seconde est du quatrième degré ^ mais 
résoluble, quant à l'ordonnée j^, à la manière du 
second, parce qu'en effet, à une abscisse, au moins 
dans une certaine digression, répondent toujours 
quatre ordonnées égales deux à deux ; deux de ces 
ordonnées s'anéantissent pour des abscisses plus 
grandes que le diamètre de la petite feuille. Nous 
avons tiré de ces équations toutes les affections de 
la courbe, c'est^a-dire que nous avons donné les 
formules des sous-tangentes, des rayons de cour* 
bure , les élémens de l'équation de la dévelo[^e , 
la formule des aires, etc., et nous avons étendu 
toutes ces recherches à la courbe qui, comme nous 
lavons dit plus haut , est décrite en même temps 
que la trisectrice. Par rapport à celle-ci, nous avons 
trouvé que la moitié de son aire est la moitié de 
Faire d'une cyclolde qui aurait pour cercle géné- 
rateur celui dans lequel on opère la trisection des 
arcs. Ce chapitre est terminé par Fexamen des r»* 
eines de cette équaticm: 

dans laquelle P et 5 représenlefil le grand die 
petit segment d'une ^hère ^ et x la flèche ^ à 
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compt^ei^ idu centre. Ces racines sont données par 
la trîsectrice : Tune, la plus petite, résout la ques- 
tion dans la sphère , lorsque les deux autres sont 
les flèches des deux segmens d'un hyperboloïd» 
engendré par la révolution d une hyperbole équi- 
latère autour de son grand axe, segmens dont la 
somme des volumes est égale à celui de la sphère 
qui a ce même grand axe pour diamètre , ou qui 
est engendrée en même temps par la circonférence 
décrite sur le grand axe. 

Ce petit Ouvrage laisse à désirer plus de mé- 
thode dans Ja partie géométrique , et plus de re- 
cherches dans la partie analytique ; mais nous ol>« 
serverons que nous avons présenté les choses dans 
Tordre - suivant lequel nous les avons trouvées , et 
avec toute la prolixité de l'invention. Cet écrit ne 
doit être considéré que comme le premier jet d'un 
travail moins étendu et plus complet , auquel nous 
nous livrerons avec plaisir si cette petite produc- 
tion est favorablement accueillie: d'ailleurs nous 
serions encouragés par-là à terminer et à livrer à 
l'impression des récherches de même genre, sur 
la question de la duplication du cube. 

La partie géométrique de ce travail est due à 
L. P. V. M. Azemar, ancien Chef du Bureau des 
Ponts et Chaussées au Ministère de Tlntérieur, et 
la partie analytique, c'est-k-dire , le dernier cha-- 
pitre, est de J. G. Garnier , ancien Professeur à 
l'École Polytechnique , et Instituteur à Paris. 

J. G. Garnier» 
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Principes d'après lesquels on ohtient le triple 
d^un arc quelconque jusqu'à celui de 1 20^ 
(i 33^,33 etc.) inclusivement. 

« 

PREMIERE PROPOSITION. 

I. (Eig. 1). 1^0 iT le triangle îsoscèle ASC dont 
l'angle B est moincke de 60* (6G'y66 etc.) ; si du 
sommet ji de l'un quelconque des deux angles 
formés sur la base jiC y coxmne centre ^ avec une 
«uyertur^ de compas égale à la base jàC , pouc 

i 



2 - TRISECTION 

rayon ^ Ton décrit un arc qui coupe en un point E 
le coté BC oppose à Fangle Â , et que par le point ^ 
et le poiat E Ton mène la ligne AE , le nouveau 
triangle CAE est semblable au triangle ABC. 

Démonstration. Le triangle CAE est isoscèle ; 
car par la construction les deux côtes AE et AC 
sont égaux , étant rayons du même cercle ; maïs 
les triangles isoscèles CAE et ABC y ayant un angle 
commun en C sur leurs bases ^ ont nécessairement 
tous leurs angles égaux chacun à chacun ; donc ces 
deux triangles sont semblables. 

2. Si l'on conçoit que l'angle ABC y du triangle 
isoscèle ABC y aille en diminuant par le mouvement 
du côté BC tournant sur le point B comme pivot , 
il est évident, i*. que l'angle ^5 C devenant plus 
petit y l'angle CAE y qui lui est toujours égal par 
la construction y le devient aussi ; a"", que les deux 
triangles isoscèles semblables ABC et CAE four- 
nissant toujourscetteproportion^Cî-^jB:: CEiACy 
la faase AC diminue y relativement au côté -AB y 
dans la même proportion que la base CE , rela- 
tivement au côté ACy et conséquemment que le 
point C s'approchant du point ^ , le point E s'ap- 
proche en même temps du point C, jusqu'au mo- 
ment où l'angle ABC devenant zéro^ les points E 
et C se confondeût avec 1^ point A. 

Si l'on conçoit aussi que Tangle ABC aille en 

. augmentant jusqu'il 6o^(6&*,66 etc. ) , it est évideol 

que le;même rsdsonxicment, £dtdans Thypotiièse de 

la4iminution deJ'angle ABC y s'applique à soa 
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enigmentation ; conséquemmcat que le point C s*éloi- 
gnant du point -^, le point E s*éloîgne du point C, 
de manière que les bases^Cèt CCdevienaent égaies 
entr'elles et égales aux côtés AK et BC^ lorsque 
l'angle ABC est arrivé à 6o' (66%66 etc.) (âg. a) , 
ce qui donne le triangle équilatéral ABC^ 

La vérité de la proposition que Ton vient de 
démontrer, s'applique également à tout triangle 
îsoscèle quelconque , dont l'angle au sommet serait 
plus grand que 6o* (66°,66 etc.) ; c'est une consé^ 
quence évidente de la construction indiquée (i), 
puisque les deux triangles isoscèles ont toujours un 
angle commun sur leurs bases. L'on remarquera 
seulement que dans ce cas (fîg. 6 et 7) l'arc, décrit 
du point A comme centre avec la longueur de la 
base AC pour rayon , ne peut plus rencontrer le 
côté BC que sur son prolongement, puisque la base 
^Cqui sert de rayon, se trouvant la corde d'un 
arc au-dessus de 60** (66^,66 etc.), est nécessaire*^ 
rement plus grande, que l'un des deux cotes AB où 
BC du triangle isoscèle ABC. 

SECONDE PROPOSITION. 

5. (Fîg. 5). Dans ïe triangle isoscèle BAC; si dtt 
sommet A de l'angle compris entre les deux côtés 
ëga^ix , comme centre , avec une longueur quel-* 
conque AE pour rayon , de manière cependant que 
ce rayon soit {^ui petit que f un des deux côtés égaut 
du triangle ^ et plus grand qtie la perpendiculaire 
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AO menée du sommet A sur la base BC\ Fott dé- 
crit un arc de cercle ENIR qui coupe nécessaire- 
ment k base BC en deux points N et /, les lon- 
gueurs BI et CN y comprises entre les points dfe 
section sur la base BC et les extrémités j^ et C de 
cette base y sont égales. 

Démonstration. Par la construction , dans le trian- 
gle isoscèle BAC y l'égalité des côtés AB et ACy et 
de leurs parties AE ei ARy fournit la proportion 
AR : AB :: AÈ : AC; donc si par les points E et 
jR Ton mène ïa ligne ERy cette ligne est parallèle à 
la base BC; donc les arcs EN et /R, appartenant 
à la même circonférence et compris entre ces deux 
parallèles , sont égaux. Si du centre A de Tare 
ENIR y on mène aux points de section N et I 
les rayons AN et AI y Ton a les triangles égaux 
BAI et ÇAN , puisque , par la construction, ils 
ont un angle égal compris entre deux cotés égaux 
chacun k chacun ; donc le côté jB/ égale le côté CN. 
Tout triangle isoscèle quelconque étant susceptible 
de la même opération et de la même démonstration y 
îl est évident que la proposition que Ton vient de 
démontrer est indépendante de la grandeur quel<« 
conque y soit des côtés du triangle y soit de l'angle 
compris entre les deux côtés ég^^x, et que par 
conséquent elle est générale. 

De chacune des deux propositions précédentes j; 
Ton déduit une méthode pour obtenir le triple d'un 
arc donné 9 depuis le.p^LS petit jusqa'à celui de 
ï20*(i55%53 etc.)> sans être pMigé de porter suïj 
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la circonférence , à la suite de l'arc donne , deux 
fois la corde de cet arc j et la méthode déduite de 
la première proposition ^ sert constamment de 
preuve à l'autre méthode. 

' Pour la plus grande intelligence de la formation 
de la courbe que Ton se propose de décrire , et 
qui sert à obtenir le tiers de la circonférence àe 
cercle et d'un arc quelconque , l'on divisera en deux 
parties l'application des deux méthodes que l'on va 
donner ; la première application se fera aux arcs 
jusqu'à 6o**(66*,66 etc.), et la seconde aux arcs, 
depuis 60* (66%66 etc.) jusqu'à lao* (i53%53 etc.) 
inclusivement.^ 

' ' " t 

Pour at^oir le triple des arcs , depuis le plus 
petit jusqu'à celui de 60^ (^66^^66 etc.) in- 
clusii^ement. 

PREMIÈRE MÉTHODE. 

4. (Fig- 4*) Soient les deux triangles isoscèlesl 
semblables ^jBC et C/^J& construits comme il est 
dit n* I, et dont l'angle an sommet est d'une gran- 
deur quelconque entre le plus petit angle et celui 
de 6o**(66%66etc.) : si du sommet B du triangle 
ABC y comme centre , avec la longueur de l'un des. 
deux côtés égaux -^j5 ou BC pour rayon , l'on, dé- 
crit la demi-circonférence ACOR^ et que l'on pro^ 
longe le côté AE du triangle isoscèle CAE jusqu'à 
la rencontre en O de cette demi-cîrconférence j| 
l'arc ACQ sera triple de l'arc ^C* 
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Démonstration. L'arc ^C sert de mesure li Fangle 
au centre ABC; la moitié de Farc CO sert de me- 
sure à l'angle CAO dont le sommet est à la circon- 
férence : les angles ABC et CAR ou CAO sont 
égaux par la construction (i) ; donc l'arc CO est 
double de l'arc AC; donc l'arc ACO est triple de 
l'arc AC. 

D'après ce c(ui a été dit (a), l'on voit i*. que sî 
l'angle AÈC diminue y l'angle CAE , qui lui est 
toujours égal, diminue d'un même nombre de de- 
grés ; que par conséquent l'arc CO (dont la moitié 
sert de mesure à l'angle CAÈ) est toujours double 
^e l'arc AC servant de mesure à l'angle ABC , 
et que par suite l'arc ACO est toujours triple de 
Varc ACi 'J". qu'il en est de même si l'angle ABC 
augmente jusqu'à ôo** (66%66 etc.) (£g. 5), position 
dans laquelle les deux triangles isoscèles ABC et 
CAE se trouvant convertis en un seul triangle équi- 
latéral ABC ^ l'arc CR est double de l'arc ACy et 
l'arc ACR est triple de l'arc AC. 

L'on peut donc obtenir le triple d'un arc quel- 
conque AC de 60* (66%66 etc.), et au-dessous, 
1*. en cherchant le centre B de cet arc; 3*. en tirant, 
du centre B vers l'extrémité C de l'arc ACy le rayon 
BC; 3*. en décrivant de l'autre extrémité A de cet 
ârc, comme centre, avec la longueur ^C de sa corde 
pour rayon , un arc d^ cercle qui coupe en un point 
E le rayon BC; 4*. en menant par les points A et 
E une ligne qui détermine au point O, sur la cir- 
eonférence décrite du centre B avec 5(7 pour rayon, 
un arc ACO triple de Tare AC. 
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SECONDE Méthode: 

5. (Fîg. 40 Si du point A comme centre , avec 
AB OM BC pour rayon. Ton décrit la demi-circon- 
férence BIDXy égale par la construction à celle 
ACOR : si Ton prolonge le côté BC jusqu'à Id 
rencontre en P de la demi-circonférence BIDXy il 
arrive que sur la ligne BP , la partie PE égale celle 
BCy c'est-à-dire le rayon. 

Démonstration. Si du centre A Ton mène au 
point P le rayon AP , il est évident que le triangle 
BAP est isoscèle par la construction , et que (3) sa 
base BP se trouve coupée aux points C et E , par 
l'arc décrit du sommet^, de l'angle BAP y comme 
centre avec AC pour rayon , de manière que BE 
égale PC; mais BE plus CE égale BC; donc PG 
plus CE y c'est-à-dire PEy égale le rayon BC. 

Comme la même construction peut être faite > 
quelque grandeur que puisse avoir l'arc ACy depuis 
le plus petit jusqu'à celui de 6o*(66*',66 etc.), et 
que la même démonstration s'y applique y l'on voit 
évidemment, i"". qu'au lieu de déterminer le point 
E sur le côté BC par la première méthode , oa 
l'obtient aussi en prolongeant le côté BC jusqu'à 
la rencontre en P de la demi-circonférence BIDX y 
et en portant la longueur du rayon BC sur PB y 
de jP en JE j a*, que le point E étant ainsi déter- 
miné , il ne s'agit plus , pour avoir le triple de l'arc 
ACy que de mener par les points A et £ une ligna 
qui, etc. 
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L'on observera, i''. qu'à mesure que l'angle ABO 
augmente, à partir. du plus peut angle, par le mou- 
vement du rayon BC tournant sur le point B com^me 
pivot, le prolongement CP va toujours !&n dimi- 
nuant , et que le point P s'approche pi^ogressiv^— 
ment du point C , jusqu'à ce que l'angle ABC. ar- 
rivant à 6o^(66%66 etc.) (fig. 5), les deux points P 
et.C.se confondent dans la commune intersection G 
des deux demi-circonférences ; 2*. que dans le mou- 
vement du TByonBC (fig. 4)> son prolongement 
CP allant en diminuant, comme, pour déterminer 
le point E sur J5C , Ton porte toujours la longueur 
du rayon BC de P en E , alors le point E. s'ap- 
proche aussi d'une manière progressive du; pointa, 
jusqu'à ce que , par le mouvement de BCy Varc AC 
(fig. 5) ayant acquis 6o' (66%66 etc.) , et le point P 
se confondant avec le point C, le point JF se con- 
fond, aussi avec le point B. 

D'où il suit que- dans la position du rayon BC,, 
formant avec AB urf angle de 60* (66°,66 etc.), le 
prolongement de ^C. ayant disparu, et le point E 
e étant réuni au point jS, c'est du point <7( repré- 
sentant le point P) qu'il faut porter sur BC de C 
en B (qui représente le point £*), la longueur du 
rayon BC^ afin de déterminer sur BCy un point 5, 
par. lequel et le point Aj^ tirant une ligne , l'on ob-^ 

tieat;^ etc* 
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Poiir avoir le triple des arcs, depuis 60» 
(660,66 etc) jusqu'à 120° ( i33o,33 etc.) 
inclusivement. 

t 

PREMIÈRE MÉTHODE. 

6, Si Ton conçoit que l'angle ABC (fig. 4) qui ,' 
par le mouvement de BC sur le centre B comme 
pivot , est arrive (fig. 5) à l'angle de ôo** (66^,66 etc.) ^ 
augmente progressivement jusqu'à 1 20°( 1 33°,33 etc .), 
et si, en le supposant d'une grandeur quelconque 
(fig. 6) entre 60° (66%66 etc.). et 1 20*» (1 33%33 etc.) , 
après avoir tiré la corde AC àe l'arc servant de 
mesure à cet angle , l'on fait sur le triangle isoscèle 
ABC l'opération décrite au n** i , il est évident , 
ainsi qu'on l'a remarqué au n** t^ y que l'arc décrit 
du point A comme centre avec I4 corde AC pour 
rayon , ne peut plus rencontrer ou couper le côté 
BCy en un point E y que sur son prolongement 
selon la direction CB. 

D'après cette hypothèse et cette construction, si 
par les points A et E l'on mène une ligne, elle 
coupe au point O la circonférence ACRO (décrite 
du sommet j5, du triangle isoscèle ABC y coraràe 
centre avec AB om BC pour rayon ) , de manière 
que l'arc ACRO est triple de l'arc AC. 

Démonstration. Par la construction , les triangles 
isoscèles ABC et CAE ont un angle commun en C. 
sur leurs bases ; donc ces deux triangles sont sem^ 
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blables; donc l'angle ABC égale celui CJE; donc 
Tare ACy servant de mesure à l'angle au centre 
ABC y égale la moite de l'arc CRO compris entre 
les côtés de l'angle à la circonférence CAE ou 
CAO } donc l'arc A CRO est triple de l'arc AC. 

En supposant que , par le mouvement du rayon 
BC, l'angle ^jSC arrive à i20''(i53%55etc.)(fig. 7) ; 
après avoir tiré la corde AC de l'arc qui lui sert de 
mesure y si l'on fait sur le triangle isoscèle (par la 
construction) ABC l'opération indiquée au n** i ^ 
Ton voit que , les deux triangles isoscèles ABC et 
CAE ayant leurs angles égaux chacun à chacun , 
l'arc CRPA y qui sert de mesure à l'angle CAE 
dont le sommet est à la circonférence y est double 
de l'arc ACy qui sert de mesure à l'augle homologue 
au centre ABC y el que par conséquent l'arc A CRPA 
est triple de l'arc AC; mais l'arc AC est de 120* 
(i 5S%33 etc.) ; donc l'arc A CRPA est de 36o' (400°) , 
c'est-à-dire , est la circonférence : d'où il suit que 
l'angle ABC arrivant à 120* (i53%35 etc.), la ligne 
tirée par le point A et par le point E cesse de 
couper la circonférence pour lui devenir tangente 
au point -^ , et conséquemment être perpendicu- 
laire sur AB. 

L'on doit conclure que, pour avoir le triple d'un 
arc quelconque depuis 60® (66^,66 etc.) jusqu'à 120** 
(i33**33 etc.) inclusivement, il faut opérer comme il 
est dit au n"* 4> ^^ observant de prolonger le côté 
BC. 
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SECONDE MÉTHODE. 

7. (Fîg. 6.) Si du point ji comme centre arec 
le rayon j4B, l'on décrit la circonférence BIDXS 
qui coupe ^ aux points P et jl9 ^ la base CE du 
triangle isoscèle CAE , la partie PE de cette base 
est égale au rayon BC. 

Démonstration. Si du centre A au point de sec^ 
tion PTon tire la ligne JlPy il est évident, i**. que 
AP égale AB y puisque ce sont deux rayons de 
même cercle ; 2"*. que la base CE du triangle isos- 
cèle CAE est coupée (3) aux points B et P, de ma*" 
nière que CP égale BE ; mais CP plus BP(=:BC)y 
égale BE plus BP ; donc la partie PE de la base 
CE égale le rayon BC. 

L'on prouvera de même (5) , pour Tangle ABC 
de lao"* (i35%35 etc.) (fig* 7), que sur la base CE^ 
du triangle isoscèle CAE , la partie PE égale celle 
BCy c'est-à-dire le rayon. 

On observera (fîg. 6) que dans l'augmentation de 
l'angle ABC jusqu'à 90* (100**), c'est toujours le 
côté BC qui est coupé en un point P par la circon**- 
férence BIDXS y et que cette même circonfêfencer 
(fig. 7) ne coupe plus que le prolongement de BC 
(dans la direction CB) aussitôt que l'angle surpasse 
90** (100^) : cela est évident. 

L'on conclura donc, 1**. que , pour avoir le triple 
d'un arc quelconque depuis 60"* (66%66 etc.) jusqu'à 
90^(100^), ou obtient ce triple (ûg. 6), en portant 
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la longaenr du rayon BC sur le côté BC prolongé , 
à partir du point P«(oii le côté BC est coupé par la 
circonférence BIDXS) , de P en jB , et menant en- 
suite par les points A el E une ligne qui , etc. ; 
3*. que, pour avoir le triple des arcs depuis go* (loo*) 
jusqu'à i^îo** (i33%35 etc.) inclusivement (fig. 7) , il 
£iut porter la longueur du rayon BC sur le prolon- 
gement de BCj à partir du point P (où ce prolon- 
gement est coupé par la circonférence BIDXS) , de 
jP en j? , et mener par les points A et E une ligne 
qui, etc. ^ 

A regard de l'arc de 90** (100*) , il est évident que 
le côté BCy ou son prolongement, est alors tangent 
au point B de la circonférence BIDXS , et que c'est 
du point B qu'il faut porter sur le prolongement 
de BC la longueur du rayon J9C, puisque ^Cplus 
BC forment la longueur du diamètre soutenant un 
arc de 180** (100**) double de celui donné de 90* 

D'après ce qui a été démontré , il est évident que 
. chacune des deux propositions que Ton a établies , 
fournit une méthode pour obtenir le triple d'un 
arc quelconque, depuis le plus petit jusqu'à celui 
de 120* (i33*,33 etc.) inclusivement, et que la pre- 
mière méthode sert constamment de preuve à la 
Seconde. 
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CHAPITRE n. 

Formation de la Courbe trisectriçe , et moyen 
de décrire sa première portion , d'un m^ou- 
cernent continu. 

FORMATION DE LA œURBE. 

X-iES deux méthodes que Fon à employées pour 
avoir le triple d'un arc , conduisent bien Tune et 
l'autre à déterminer tous les points d'une courbe , 
qui sert à obtenir rigoureusement le tiers de la cir- 
conférence de cercle et celi^ d'un arc quelconque ; 
mais la secondée naethede a cela de particulier et 
.d'avantageux^ qw'eii faisant voir la formation de la 
courbe^ elle indique, en même temps le moyen de 
la décrire d'un mouvement 'continu ; l'on va donc 
se servir de la seconde: méthode pour sa descrip- 
tion; et afin de ne pas compliquer les figures^ ou 
suivra le même ordre que l'on a adopté dans le 
chapitre premier , c'est-à-dire , que l'on démantrèra 
la formation de la courbe en deux portions sépa- > 
rées , qui serviront à déterminer , la première , lé 
tiers d'un arc quelcon(}ue depuis le plus petit jus- 
<ju'à celui dç JÔo° (aQ0°) inclusivement ;ià seconde^. 



i4 TRISECTION 

le tiers d*un arc quelconque depuis i8o' (aoo*) jusr^ 

qua 56o' (400"). 

PREMIÈRE PORTION DE LA COURBE , 

Pour les arcs depuis le plus petit jusqiia celui de 

180** (200**) inclusivement. 

8. Soit la figure 8 de même construction que les 
%m. 4 et 5^ mais sur laquelle^ afin d'éviter la sur- 
charge des lignes , Ton n'a fait qu'un petit nombre 
d'angles , et l'on n'a pas tracé les cordes des arcs 
ACj AC y etc. , ni les côtés AP , AP , etc. des 
triangles isoscèles BAPy BAP y etc. 

L'on voit sur cette figure le point E déterminé \ 
sur les côtés BC y BCy etc. (4 et 5) , soit par la 
section dçs arcs décrits du point A comme centre 
avec les cordes AC y ACy etc. pour rayon , soit par 
la longueur du rayon BC portée de P en £. 

Maintenant, si l'on conçoit le diamètre J?^Xglis-- 
sant par son extrémité B sur le centre B y de ma-- 
nièjre que l'autre extrémité X suive exactement la 
demi-cîrconfétence XDB jusqu'au point C [ mo-^ 
ment où ce diamètre a pris la position CBY y faisant 
avec sa moitié CB et le rayon AB un angle de 60'' 
{Ç&'P^ etc.)], et que pendant ce mouvement, le point 
A y oailieu de ce diamètre , laisse une trace après lui , 
il est évident, i^. que dans cette opération, le dia- 
mètare m<Aile BAX a formé avec le rayon AB tous 
les angles possibles , depuis le plus petit jusqu'à 
jcelui de 6o*(66%66 etc.) inclusivement, en rem^ 



DE L^ANGLË. i5 

plaçant constamment le côté BC de tous les triangles 
isoscèles possibles -^jSC, ABCy etc., et a déterminé 
en même temps, sur Tare JC de 60° (66%66 etc.)> 
tous les arcs qui servent de mesure à ces angles ; 
2'*, que dans le mouvement du diamètre BAXy la 
longueur Xji étant toujours égale au rayon BC , 
et par conséquent à PE , PE , etc. , la trace du 
|>oint A passe par tous les points Ey E y etc. que 
l'on puisse concevoir, jusqu'à ce qu'enfin le point X 
arrivant au point C, le point A arrive en même 
temps au centre B. 

Le point i? (4 ôt 5) , situé sur le côté BC d'un 

angle quelconque ABC de 60** (66%66 etc.) et au-» 

dessous mesuré par un arc ACy servant à établir le 

triple de cet arc , en tirant par le point A et le 

point E une ligne qui , par sa section avec la demi-^ 

circonférence ARM y détermine au point O un arc 

ACO triple de l'arc ACy il est évident que cette 

ligne AO est la corde de l'arc, triple , et que cette 

corde AO passe par 1^ point E'^ mais comme la 

trace laissée par le ppint A , dans le mouvemem 

du djLsmiètre BAX y passe aussi par le point E y^y 

est encore évident que la section commune de la 

corde AO et du côté BC de l'angle quelconque 

ABC y avec la trace laissée (ou la courbe décrite) 

par le point A y n'est autre çbose que le ppiat Ex 

d'où il résulte nécessairement que la courbe décrite 

par le point A détermine sur la corde AO y d'ua 

arc quelconque ACO de 180** (aoo°) et au-dessous^ 

un point J?, par lequel et le centre B tirant un^ 

^%^^ 9 ^ aoupe eu un point C l'arc quelconque 
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ACO y Ton obtient un arc AC qui est le tiers de 
Tare ACO. 

Le point E étant déterminé sur les coràes AO ,' 
AO j etc., par la courbe que décrit le point A y eX 
la partie AE de chacune, de ces cordes étant , par 
la construction (4 et 5), toujours égale à la corde 
du tiers de Tare soutenu par la corde AO ^îX est 
évident que la corde d'un arc quelconque , menée 
du point A vers la demi-circonférence AMR^ est 
coupée par la courbe que trace'le point ^ , de ma- 
nière que la partie de la corde, comprise entre le 
point A et cette courbe , est toujours égale à la 
corde du tiers de l'arc. 

SECONDE PORTION DE LA COURBE, 

Pour les arcs depuis i8o* (200**) jusqu'à 36o°(4oo**) 

induswemenU 

g. Soit la figure 9 de même construction que les 
figures 6 et 7 , mais sur laquelle , pour éviter aussi 
la confusion des lignes. Ton n'a pas tracé les cordes 
des arcs AC^ AC^ etc. , ni les rayons AP^ APj etc. , 
et où l'on a ponctué, sur le côté BCet sur son pro- 
longement , les portions qui ne font point partie in- 
tégrante du diamètre en mouvement. 

Dans cette figure , on voit le point E déterminé 
(6 et 7) sur le prolongement du côté BC des trian- 
gles isoscèles ABC y ABC y etc., soit par la section 
des arcs décrits du point A commç cçntre avec les 
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cjioràes dieô arcs ACj ^C, etc. pour ràyoïi ^ soit 
par la longueur du rayon BC portée de P en E^ 

Si Ton conçoit que le diamètre BAX^ qui danâ 
Son mouvement est arrivé à la position CBY^ tourne 
sur le centre B comme pivot jusqu'à la position 
CBP y où sa moitié CB fait avec AS un angle de 
i20^(i$5%53 etc.), il est évident, 1°. que dans ce 
mouvement de rotation , la partie CB de ce dia- 
mètre , ayant fait avec AB tous les angles possible^ 
ABC y ABC y etc. , depuis 60"* (ôô^^^ôô etc.) jusqu'à 
I20''(i55%53 etc.) inclusivement, a déterminé eu 
même temps, sur la demi-cîrconfétence AMRy touâ 
les arcs AC y AC y etc. qui servent de mesure k 
ces angles , et qu'il en est de même , si, au lieu de 
tourner sur le centre jB , le diamètre continue à 
glisser sur ce centre , de manière que son extrémité 
X (représentée par C dans la position CBV) suive 
toujours là circonférence XDBS de C en P (point 
inférieur d'intersection des deux circonférences) , 
et que dans ce mouvement l'on suppose toujours 
le diamètre prolongé jusqu'à la rencontre en C , 
C y etc. de la demi^ circonférence AMRy de sorte 
qu'il remplace constamment le coté ^ Cet le prolon- 
gement de BC ; 2°. que, concevant toujours que le 
point A y milieu de ce diamètre ( représenté par le 
point B dans la position CBY) , laisse pendant 
ce mouvement une trace après lui , comme la lon- 
gueur XA est égale au rayon BC et par conséquent 
à PE y PEy etc., cette trace du point ^^ passe par 
tous les points possibles Ey E y etc., jusqu'à ce 
qu'enfin le point X arrivant au point P d'intersec- 
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tion inférieure des deux circonférences, le point A 
arrive en même temps au point E sur la tangente 
EA à la circonférence AMBXy et le diamètre prend 
la position FEP. 

L'on remai-queraj, pour les arcs au-dessus de 270* 
(5oo**), que les cordes AO^ AO y etc. ne sont plus 
coupées que sur leur prolongement, au point Ey 
par la trace que laisse le point A\ attendu que le 
point E n'est déterminé sur le prolongement de BCy 
que par la longueur de la corde du tiers de l'arc (6), 
et que les cordes des arcs entre go"* (loo**) et i20* 
(iSS^'^SS etc.) sont nécessairement plus grandes que 
les cordes du triple de ces arcs. 

Le point J? (6 et 7), situé sur le prolongement 
du Xîôté BC d'un angle quelconque ABC y de 6o* 
(66%66 etc.) à 120° ( iSS^'jSS etc.) mesuré par un 
arc ACy servant à établir le triple de cet arc, en 
tirant par le point A et le point E une ligne qui , 
par sa section avec la circonférence AMRY y dé- 
termine au point O un arc ACO triple de l'arc AC^ 
il est évident que cette ligne AO est la corde de 
l'arc triple , et que cette corde AO (ou son prolon- 
gement) passe par le point Ei mais comme la trace 
laissée par le point A passe aussi par le point J?, il est 
encore évident que la section commune dû prolonge- 
ment àeBC et de la corde AO (ou de son prolonge*» 
ment) avec la courbe .tracée par le point A y n'est 
autre chose que le point E : d'où il résulte néceSsaire*- 
ment que cette courbe détermine sur la corde AO 
(ou sur \% prolongement de la cprde ) d'un arc 
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quekoiiqae ACO de 180^ (200^) à 36o''(4oo*) , un 
point E , par lequel et le centre B tirant une ligne 
qui coupe en un point C l'arc ACO , l'on obtient 
un arc AC qui est le tiers de l'arc ACO. 

Le point E étant de'termîné sur les cordes AO y 
AO y etc. ou sur leur prolongement, par la courbe 
que décrit le point A y fet la partie AE de ces cordes 
ou de leur prolongement étant y par la construction 
(6 et 7) , toujours égale à la corde du tiers de l'arc 
soutenu par la corde AOy il est évident que la corde 
d'un arc quelconque de 180° (200°) à 56o°(4oo*), 
menée par le point A (ou que cette corde prolongée), 
est coupée par la courbe y de manière que la partie 
de cette corde , ou que cette corde plus la partie de 
son prolongement, comprise entre le point A et la 
courbe, est toujours égale à la corde du tiers de 
l'arc. 

Tous les points E y E ^ etc. appartenant à la 
courbe tracée par le point A y l'on voit que la lon^ 
gueur de la tangente^ au point A de la circonférence 
AMRT y comprise entre le point ^ et la courbe ,' 
est égale à la corde de l'arc qui est le tiers de la 
circonférence. 

10. Dans le mouvement du diamètre JSAX(ûg. 8), 
prolongé lorsque cek est nécessaire (Ûg* C)), glis-^ 
sant toujours sur le centre S y de manièi^e que son 
extrémité X suive exactement la circonférenca 
XDBSy à partir du point X (fig* 8) jusqu'au point P 
(fig. 9) de l'intersectioa inférieure des daux circon^, 
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férences où ce diamètre a pris la position PEPyle 
point j4 y milieu de ce diamètre , ayant laissé une 
trace au moyen de laquelle on peut obtenir le tiers 
d'un arc quelconque , depuis et y compris la cir- 
çonférence'jusqu'au plus petit arc imaginable , il est 
évident que cette trace du point ^ doit avoir rigou- 
reusement pour dénomination le nom de courbe 
tri^ectrice, et que sa propriété consiste en ce que 
les lignes , tirées de son point d'origine ^ (8 et 9) 
vers tous ses autres points imaginables , sont égales 
aux cordes du tiers de tous les arcs possibles , de- 
puis le plus petit jusqu'au plus grand, y compris la 
circonférence de cercle. 

II. Après avoir démontré la formation de la 
courbe trisectrice, si l'on a bien saisi les principes 
d'après lesquels cette courbe se déploie (fîg. 10) 
par le mouvement du diamètre 5^X, dont on voit 
les principales positions, l'on doit sentir qu'elle peut 
être décrite d'un mouvement coi;itinu ; mais en ne 
considérî^nt cette courbe que sous le point de vue 
de la trisection de l'arc ou de l'angle , on a pensé 
qu'il suffisait de tracer seulement la première por^ 
tion de cette courbe, au moyen de laquelle on ob- 
tient le tiers d'un arc quelconque de 180** (200") et 
aurdessous. 

On aurait pu se borner pourtant à ne décrire que 
la portion de courbe nécessaire pour obtenir le tiers 
d'une partie quelconque de l'arc de 90® (loo**); mais 
( fig. 1 1 ) il est évident , par le tracé de la courbe 

/^EFB ^ que son intersëctiou est mieux détenDi4é& 
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av€C les cordes des arcs au-dessus de 90** (loo*") , 
qu'avec les cordes des arcs au-dessous. 

Ainsi donc , par exemple , si l'on désire avoir le 
tiers de l'arc RL plus petit que 90° ( 1 00°^ ) , l'on 
prendra le tiers ACF àe l'arc ACDL dont la corde 
est égale à AF^ et la différence F G entre le tiers 
de cet arc et celui ACG de 60'' (66^,66 etc. ) , quî 
est toujours connu y sera le tiers de l'arc BL ; cela 
est évident. 

# 

Moyen de décrire y d'un mouvement continu ^ là 
première portion de la courbe. 

12. Les détails dans lesquels on va entrer sur la 
manière de construire un instrument propre à rem- 
plir le but que l'on se propose, en donneront une idée 
assez exacte, pour faire apprécier la justesse rigou- 
reuse des opérations auxquelles on pourra l'em-^ 
ployer. 

Comment exécuter (fig. 10) le mouvement du 
diamètre BAX glissant sur le centre B par une de 
ses extrémités, tandis que l'autre X suit la demi- 
circonférence XDB y et que son milieu A laisse 
une trace après lui? 

La première idée quî se présente est d'avoir," 
1°. un cylindre, et de le placer de façon que son 
axé soit fixé perpendiculairement au centré B ; 
3°. une règle un peu plus grande que le diamètre 
BAX y et construite de manière que dans le n^ilieu 
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de sa longueur il y ait une rainure d'une largeur 
égale au diamètre du cylindre; qu'au point ^,et dans 
le milieu de la largeur de la rainure , soit fixé au- 
dessous un petit stilet, et qu'il y en ait un autre, aussi 
en-dessous , au point X, ensorte que l'axe B du cy- 
lindre et les deux stilets A elX soient dans la même 
direction et à la distance exacte , les uns des autres , 
delà longueur du rayon AB. 

Alors , qu'y aurait-il ^aire pour décrire la partie 
de courbe AAAAB ? ^Taudrait conduire exacte- 
ment le stilet X sur la portion XDC de la demi- 
circonférence XDB ; la règle à rainure glisserait 
le long du cylindre, et le stilet A tracerait la courbe : 
assurément c'est bien là le diamètre BAX mis en 
mouvement, comme on Fa démontré , pour faire 
décrire la courbe par le point A. 

Mais il se présente dans cette opération deux 
inconvéniens ; le premier, c'est que le stilet A ne 
peut amvei^ jusqu'au point B qui est occupé par le 
cylindre ; le second provient de la grande difficulté 
de conduire avec la main , d'une manière précise, 
le stilet X sur la demi-circonférence XDB : il faut 
donc y remédier. 

Si l'on conçoit que le cylindre, dont l'axe est au 
point By soit creux et ouvert d'un quart de circon- 
férence dans sa hauteur du côté de la courbe à dé- 
crire , il est évident que le premier inconvénient 
disparait, car alors le stilet A peut arriver jusqu'au 
point -fl. 
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Quant au second , supposons que le diamètre 
BAX soit la direction de la face perpendiculaire 
d'une règle sur le papier, et que le cylindre cretix 
soit fixé Sûr cette règle et dans son épaisseur au 
point B : concevons un chevron à angle droit, dont 
l'extrémité de l'un des côtés est fixée perpendicu- 
lairement sur cette règle vis-à-vis le point ^, et à 
une distance de ce point égale à la moitié de la lar- 
geur de la règle à rainure , et que sur l'autre côté 
horizontal du chevron, qui couvre le point A ^ 'A 
y ait un cylindre fixe et perpendiculaire dont l'axe 
corresponde au point A\ que l'on supprime le stilet 
X de la règle à rainure , et que l'on établisse sur 
cette règle un cylindre dont l'axe soit perpendicu-* 
laire au point X. 

Si l'on se représente maintenant la règle mobile 
à rainure placée sur l'autre règle qui reste fixe , de 
manière que le cylindre creux soit dans la rainure , 
le stilet A dessous le côté horizontal du chevron , 
et correspondant à Taxe du cylindre qui est par- 
dessus, ensorte que l'axe de chacun ^es trois cylindre» 
et celui du stilet A soient dans la même direction j 
il est évident que si l'on réunit, par une verge hori-- 
zontale, le cylindre placé sur le chevron et celui fixé 
au point X de la règle mobile, et qu'on fasse tourner 
cette verge , elle opère l'effet d'un compas ; le point 
Xde la règle à rainure se meut circulairement , tandis- 
que le stilet A décrit la courbe , et qu« la règle mo- 
bile glisse le long du cylindre. 

Ainsi disparaissent les deux incosLvémens qui 
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s'étaient d'abord présentés, et la portion de courbe 
AAB peut être régulièrement décrite d'un mouve- 
ment continu. 

Telles sont les bases de çonstructiou que l'on a 
adoptées pour le mécanisme de l'instrument que l'on 
a fiait exécuter , au moyen duquel on obtient le tracé 
de la courbe le plus rigoureusement exact que l'on 
puisse désirer* 
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DEUXIÈME PARTIE. 



CHAPITRE III. 

Examen des abscisses et des ordonnées à la 
courbe trisectrwe; leur valeur relatwe ^ainsi 
[que celle des hypoténuses des triangles 
rectangles formés des ordonnées et de leurs 
abscisses. 

Nota. Pour Tintelligence de la suite de l'Ouvrage, 
il est essentiel d'observer qu'étant obligé de considérer 
des arcs au-dessus de 90** (100°), on appellera, en gé- 
néral, sinus d'un arc jusqu'à 180° (200°) , la ligne abaissée 
de l'extrémité de l'arc sur le diamètre , et sinus-verse de 
l'arc, la ligne comprise sur le diamètre entre l'origine 
de l'arc et le sinus de Tare : à l'égard des cosinus , on n'a 
rien changé à leur définition connue, qui est celle de 
sinus du complément d'un arc. On appellera aussi sup- 
plément a 360^(400°), celui d'un arc au-dessus de 180** 
(aoo®). 

» 

EXAMEN DES ABSCISSES ET DES ORDONNÉES. 

i3. (Fig. 12). OoiT la courbe trîsectrîce AIEC \ 
si, par les extrémités C et ./^ de cette courbe. Ton 
mène la ligne CQ perpendiculaire, au point ./^. du 
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diamètre AR (6), et que pour chacune des deux 
parties JIB et BEOC de cette courbe , l'on mène 
aussi par ses points J et E , les plus élevés au- 
dessus de y^B et de j^Cy les lignes IL et E£f per- 
pendiculairement sur la ligne CQ et sur le diamètre 
jiB y il est évident que les perpendiculaires abais- 
sées de chacun des points de la courbe sur ^2?, 
seront les ordonnées qui auront pour axe la ligne 
CL y et que AD sera l'axe des abscisses. 

Si , par le point A , l'on mène la corde A F qui , 
par sa section au point T avec la première porticw 
de la courbe , détermine l'ordonnée TV et l'abs- 
cisse AV y cette ordonnée à la courbe et son abs- 
cisse sont homologues à l'arc AKF : il en est de 
même pour les arcs au-dessus de 1 80° (200°) ; les 
lignes MN et AN sont l'ordonnée à la courbe e( 
son abscisse , homologues à l'arc AKRP. 

TROISIÈME PROPOSITION. 

i4- Pour les arcs, depuis le plus petit jusqu'à celui 
de 180^(200'') : 

i". Le siaus de l'arc est à son ânus-verse , comme 
l'ordonnée homologue est à son abscisse ; 

2'. Le sinus de l'arc est à sa corde, comme For- 
donnée homologue est à la corde du tiers de l'arc; 

3**. Le sinus-verse de l'arc est à sa corde , comme 
l'abscisse homologue est à la.corde du tiers de l'arc» 

Démonsiration. (Fig. 12). Le sinas FG d'un arc 
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quelconque AKF^ depuis le plus petit jusqu'à celui de 
k8o** {nwf) y son sinus-verse AGy sa corde ^jPd'unç 
part , et de l'autre l'ordonnée homologue Tf^y son 
abscisse AVei la corde JT du tiers de l'arc AKF, 
fournissant toujours , par la construction , les trian- 
gles semblables JGF et AVT j il en résulte les 
trois proportions suivantes FG : AG:: TVlAV; 

FG: AF:. TF.AT i AG : AF :: AF : AT. 

Donc, etc. 

L'on remarquera, pour l'arc de 1 80** (200*) AKFRy 
que le sinus étant zéro, les triangles AGFet AVT 
ont disparu , ainsi que toute proportion. 

QUATRIÈME PROPOSITION. 

(Fig. 12). Pour les arcs , depuis 180** (200*) jus- 
qu'à 560*^ (400") : 

I**. Le sinus du supplément à Sôo** (400**) de l'arc 
est à son sinus-verse , comme l'ordonnée homologue 
est à son abscisse ; 

2°. Le sinus du supplément à 36o** (400**) de l'arc 
est à la corde du supplément, comme l'ordonnée 
homologue est à la corde du tiers dç l'arc; 

5**. Le sinus-verse du supplément à 560** (4<>o**) 
de l'arc est à la corde du supplément, comme l'abs-* 
cisse homologue est à la corde du tiers de l'arc. 

Démonstration. Les sinus , les sinus-verse et I^ 
cordes des arcs au-dessus de 1 80** (200^) , ne pou- 
vant plus être regardés que comme ceux de leurs 
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supplémens à Sôo"* (400°) , il est évident que , pour' 
un quelconque de ces arcs AFRPy la construction j 
fournissant toujours les triangles semblables ASP 
et AN M y Ton a les trois proportions 

PS: AS :: MN \ AN ; PS \ AP \\ MN \ AM \ 

AS : AP:: AN : AM. 

Donc, etc. ' 

L'on remarquera, pour l'arc de 56o® (4^o°) ou 
la circonférence de cercle , que les triangles ASÎ 
et ANM ne pouvant plus avoir lieu , toute p^opo^ 
tion cesse. 

Valeur relatwe des ordonnées et des abscisses 
homologues aux arcs^ depuis le plus petit 
jusquà celui de 2Jjo^ (3oo^). 

CINQUIÈME PROPOSITION. 

i5. L'ordonnée homologue est égale à la diffé- 
rence entre le sinus du tiers et celui des deux tiers 
de l'arc , et son abscisse est égale à la différence 
entre le sinus-verse du tiers et celui des deux tiers 
du même arc. 

Démonstration pour les arcs jusqjia 180® (200°). 

(Fig. i3.) Par la construction^ et d'après ce qui 
a été dit (8) , le point E étant un des points de la 
Courbe, et l'arc AS formant le tiers de l'arc quel- 
conque , jusqu'à 180** (200°) , ASC ; si l'on divise 
les, deux tiers restant aSC en deux parties égales au 
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point F^ l'arc ASF est les deux tiers de celui ASC : 
si y par les points de division S et F y l'on mène la 
corde SF^ elle est parallèle à la corde AC y à cause 
des arcs égaux AS et FC : si, par les mêmes points 
S et F y l'on mène parallèlement aux côte's AO et 
,CO du triangle rectangle A OC y les lignes SK et 
FK y il est évident que les triangles SKF et AOC 
sont semblables par la construction ; si, par le point 
F de la courbe , l'on abaisse l'ordonnée FG y les 
triangles AGE et AOC étant (i 4) toujours sem- 
blables, il suit que les triangles SKF et AGE 
le sont toujours aussi; mais dans ces deux triangles 
semblables , les côtés homologues AE etiS'-P(cordes 
du tiers de l'arc ASC) sont constamment égaux par 
la construction ; donc ces deux triauglessont tou- 
jours égaux. 

Le sinus SLy du tiers de l'arc ASC y plus FK y 
égale évidemment le sinus des deux tiers de cet arc; 
donc FK est la différence entre les sinus du tiers 
et des deux tiers de l'arc ASC; mais FK égale tou- 
jours EG; donc l'ordonnée homologue EG est 
égale à la différence entre les sinus du tiers et des 
deux tiers de l'arc quelconque ASC y jusqu'à iSo* 
(200°). 

Le sinus-verse AL y du tiers de l'arc ASC y plus 
SKy égale évidemment le sinus-verse des deux tier^ 
de l'arc ; donc SK est la différence entre les sinus- 
verse du tiers et des deux tiers de l'arc ; mais dans 
les triangles égaux SKF et AGE y SK égale toujours 
A G) donc l'abscisse homologue ^G est égale k la 
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différence entre les sinus-verse du tiers et des deut 
tiers de l'arc cjuelconquè ASC^ jusqu'à 180** (200°). 
U est évident , pour Tare de 180** (aoa°), que For- 
donnée étant téro y la différence entre les sinus du 
tiers et des deux tiers de l'arc est aus&i zéro y et qae 
l'abscisse étant égale au rayon, la différence entre 
les sinus-verse du tiers et dés deux tiers de l'arc est 
aussi égale au rayon. 

Démonstration pour les arcs ^ depuis l8o''(aoo'*^ 1 

juscfiia 270** (Soo**). 

(Fig. 14.) Par la construction et d'après ce qui i 
été dit (9), le point E étant un des points de Ii 
courbe, et l'arc AS étant le tiers de l'arc quelconque, 
depuis 180° (200°) jusqu'à 270*'(3oo°), ASFC ; si, 
comme pour la figure précédente , l'on divise h$ 
deux tiers SFC de cet arc en deux parties égales 
au point jF, si l'on tire la corde SFy ainsi que les 
lignes SK et FK parallèles aux côtés CO et AO du 
triangle rectangle AOCy et si l'on mène l'ordonnée 
EG y il est évident, par les mêmes raisons déduites 
dans la première partie de la démonstration , que 
les triangles AOCy FKS et AGE sont toujours 
semblables; que les deux derniers sont constamment 
égaux ; que SK est la différence entre les sinus du 
tiers et des deux tiers de l'arc A SFC ; que FK est 
la différence entre les sinus-verse du tiers et des 
deux tiers du même arc , et conséquemment que , 
pour l'arc quelconque , depuis 1 80'' (200°) jusqu'à 

370" (5oo") , ASF<Jy l'ordonuée homologue EG est 
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;OUJoura égale à SK y différence entre les sinus du 
iers et des deux tiers de l'arc , et Tabscisse homo- 
logue jiG est aussi constamment égale à FK y àiî- 
Eerence entre les sinus-^yerse du tiers et des deux 
tiers du même arc« 

L'on observera (fig. 12) , pour Tare de !i70*'(5oo") 
AKFRO y que les différences entre les sinus du tiers 
et des deux tiers de l'arc , et entre les sinus-verse 
du tiers et des deux tiers dti même arc , sont né- 
cessairement égales au rayon et égales entr'elles, 
et qu'ainsi l'ordonnée OB égale son abscisse AB : 
cela est évident. 

Valeur relatwe des otdonnées et des abscisses 
homologues aux arcs ^ depuis 270° (3oo^) 
jusqt^à 360^(400^}. 

SIXIÈME PROPOSITION. 

16. L'ordonnée homologue est égale au sinus du 
tiers de l'arc plus le sinus du supplément à 56o* 
(400^) des deux tiers de l'arc y et son abscisse est 
égale à la différence entre le sinus-verse du tiers de 
l'arc et le sinus-verse du supplémeàt à 36o° (4^o^) 
des deux tiers du même arc. 

Démonstration. (Fig, i5.) Par la construction et 
d'après ce qui a été dit (9) , l'arc AS étant le tiers 
de l'arc quelconque ASFCy depuis 270* (Seo**) jus- 
qu'à 36o** (400''), et le point E étant un des points 
4^ la courbe ; si l'on divisç eu deux parties égales^ 
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an point F, les denx tiers SFCàe l'arc A SPC y que 
l'on mène la corde FS , que par les points i^ et ^ 
l'on tire, parallèlement aux côtés AO et OC du 
triangle rectangle AOC ^ les lignes FK et SK , et 
que l'on trace l'ordonnée EG^ il est évident, comme 
dans la démonstration précédente, que les triangles 
JOCy FKS et AGE sont semblables , et que les 
deux derniers sont constamment égaux ; que SK 
égale le sinus SL , de l'arc AS , plus le shm 
FI(=:LK) du supplément à 56o^ (400°) des deux 
tiers ^5F de l'arc ASFCyet que FK (:^LI) égaHa 
la différence entre le sinus-verse AL, de l'arc -^*Sj 
et le sinus-verse AI du supplément à 56o° (4oo°J 
des deux tiers ASF de V arc A SFC ; mais comme 
SK égale l'ordonnée EG , de même que FK égale 
l'abscisse AGy à cause de l'égalité des triangles à^-Sr/ 
et AGE : donc , etc. 

L'on remarquera pour l'arc de 36o° (400°) ou h 
circonférence de cercle (fig. 10), 1°. que l'ordonnée 
homologue A A étant égale (g) à la corde du tiers 
de l'arc, il est évident que le sinus iVO du tiers de 
l'arc , plus le sinus BO du supplément à 36o° (4oo') \ 
des deux tiers de l'arc , égale aussi la corde du tiers 
de l'arc; 2^ c^^e l'abscisse étant zéro , la différence | 
entre le sinus-verse ^O du tiers de l'àrc, et le sinu^ 
-verse A O du supplément à 360*". (400°) des deux 
tiers de i'arp^ est aussi zéro. 
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Valeur relative des hypoténuses des triangles 
rectangles formés des ordonnées à la courbe 
et de leurs abscisses. 

s 

SEPTIÈME PROPOSITION. 

17.. Les hypoténuses des triangles rectangles for-» 
mes des ordonnées à la courbe et de leurs abscisses^ 
sont égales aux cordes des arcs, depuis le plus petit 
jusqu'à celui de i20**(i53%55 etc.) exclusivement. 

Démonstration. (Fig. 12.) Si Ton considère une 
ordonnée quelconque et son abscisse à la courbe 
trisectrice AIEC^ il est évident qu'elles forment les 
deux côtés d'un triangle rectangle, dont l'hypoté- 
nuse est une ligne tirée du point d'origine A de la 
courbe vers le sommet de l'ordonnée. 

L'on a vu (10) que les lignes tirées du point 
d'origine A de la courbe vers tous ses autres points, 
étaient égales aux cordes du tiers de tous les arcs , 
dçpuis le plus petit jusqu'au plus grand; donc les 
hypoténuses des triangles rectangles formés des 
ordonnées à la courbe trisectrice et de leiirs ab- 
scisses, sont égales aux cordes de tous les arcs, de- 
puis le plus petit jusqu'à celui de -iso** (i35°,33 etc.) 
exclusivement. 

L'on dit exclusivement, parce que la plus grande 
ordonnée CA n'ayant point d'abscisse , il n'existe 
pas de triangle rectangle , et conséquemment point 
d'hypoténuse ; inais cette ordonnée CA tirée 4^ 

3 
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diamètre j4R (6), et que pour chacune des deux 
parties JIB et BEOC de cette courbe , l'on mène 
aussi par ses points / et JE, les plus élevés au- 
dessus de JB et de ÂCy les lignes IL et ED per- 
pendiculairement sur la ligne CQ et sur le diamètre 
AR y il est évident que les perpendiculaires abais- 
sées de chacun des points de la courbe sur AVy 
seront les ordonnées qui auront pour axe la ligne 
CL y et que AD sera l'axe des abscisses. 

Si , par le point A , l'on mène la corde A F qui , 
par sa section au point T avec la première portion 
de la courbe , détermine l'ordonnée TV et l'abs- 
cisse AVy cette ordonnée à la courbe et son abs- 
cisse sont homologues à l'arc AKF : il en est de 
même pour les arcs au-dessus de 1 80° (200°) ; les 
lignes MN et AN sont l'ordonnée à la courbe et 
son abscisse y homologues à l'arc AKRP. 

TROISIÈME PROPOSITION. 

14. Pour tes arcs, depuis le plus petit jusqu'à celui 
de i8o''(200°) : 

I*. Le siaus de l'arc est à son sinus-verse , comme 
l'ordonnée homologue est à son abscisse ; 

2**. Le sinus de l'arc est à sa corde, comme l'or- 
donnée homologue est à la corde du tiers de l'arc; 

3**. Le sinus-verse de l'arc est à sa corde , comme 
l'abscisse homologue est à la^corde du tiers de l'arc» 

Démonstration. (Fig, 15). Le sinus FG d'un »c 
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quelconque -^JfjP, depuis le plus petit jusqu'à celui de 
iSo"* (200®) , son sinus-verse AG^ sa corde ^jPd'unç 
part , et de l'autre l'ordonnée homologue Tf^^ son 
abscisse Af^et la corde AT du tiers de l'arc AKF, 
fournissant toujours , par la construction , les trian- 
gles semblables AGF et AVT y il en résulte les 
trois proportions suivantes FG : A G :: TV \ AV i 

FG : AF :: TV : AT , AG \ AF :: AV : AT. 
Donc, etc. 

L'on remarquera, pour l'arc de 1 80"* (200**) AKFR^ 
que le sinus étant zéro, les triangles AGFet AVT 
i ont disparu , ainsi que toute proportion. 

QUATRIÈME PROPOSITION. 

(Fîg. i!3). Pour les arcs, depuis iSo*' (200*) jus- 
qu'à 56o^ (400") : 

1*. Le sinus du supplément à 56o* (4^0**) de l'arc 
\ est à son sinus-verse , comme l'ordonnée homologue 
I est à son abscisse ; 

2^ Le sinus du supplément à 36o® (4^0^) de l'arc 
" est à la corde du supplément, comme l'ordonnée 
homologue est à la corde du tiers de l'arc; 

S^. Le sinu<5- verse du supplément à 56o° (4^<>*) 
de l'arc est à la corde du supplément, comme l'abs- 
cisse homologue est à la corde du tiers de l'arc. 

Démonstration. Les sinus , les sinus-verse et les 
cordes des arcs au-dessus de i8o** (200*), ne pou- 
vant plus être regardés que comme ceux de leurs 
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supplëmens à 36o° (400°) , il est évident que , pour! 
un quelconque de ces arcs AFRPy la construction 
fournissant toujours les triangles semblables ASP 
et AN M y Ton a les trois proportions 

PSiAS :: MJViAN; PS : AP :: MN : AM i 

AS : AP :: AJY : AM. 

Donc, etc. ' 

L'on remarquera , pour, l'arc de SGo** (400''} 01 
la circonférence de cercle, que les triangles ^S. 
et ANM ne pouvant plus avoir lieu , toute propoi 
tion cesse. 

Valeur relative des ordonnées et des abscisses 
homologues aux arcs , depuis le plus petà 
jusquà celui de 270^ (3oo^). 

CINQUIÈME PROPOSITION. 

i5. L'ordonnée homologue est égale à la diffé- 
rence entre le sinus du tiers et celui des deux tiers 
de l'arc, et son abscisse est égale à la différence 
entre le sinus-verse du tiers et celui des deux tiers 
du même arc. 

Démonstration pour les arcs jusquià 180** (200°). 

(Fig. i5.) Par la construction ^ et d'après ce qui 
a été dit (8) , le point E étant un des points de la 
courbe, et l'arc AS formant le tiers de l'arc quel- 
conque , jusqu'à i8o*'(200°) , ASC ; si l'on divise 
les, deux tiers restant «SC eu deux parties égales an 
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point F y Tare ASF est les deux tiers de c«elui ASC : 
si , par les points de division S et F^ l'on mène la 
corde SF^ elle est parallèle à la corde AC y à cause 
des arcs égaux AS et FC : si, par les mêmes points 
S et F y l'on mène parallèlement aux côtés AO et 
CO du triangle rectangle AOC j les lignes SK et 
FK , il est évident que les triangles SKF et AOC 
sont semblables par la construction ; si, par le point 
E de la courbe , l'on abaisse l'ordonnée EG , les 
triangles AGE et AOC étant (i 4) toujours sem- 
blables, il suit que les triangles SKF et AGE 
le sont toujours aussi; mais dans ces deux triangles 
semblables , les côtés homologues AE et iS'l^(cordes 
du tiers de l'arc ASC) sont constamment égaux par 
la construction : donc ces deux triauglessont tou- 
•jours égaux. 

Le sinus SL, du tiers de l'arc ASC y plus FK , 
égale évidemment le sinus des deux tiers de cet arc ; 
donc FK est la différence entre les sinus du tiers 
et des deux tiers de l'arc ASC; mais FK égale tou- 
jours EG; donc l'ordonnée homologue EG est 
égale à la différence entre les sinus du tiers et des 
deux tiers de l'arc quelconque ASC y jusqu'à i8o* 
(200°). 

Le sinus-verse AL y du tiers de l'arc ASC y plus 
SKy égale évidemment le sinus-verse des deux tier^ 
de l'arc ; donc SK est la différence entre les sinus- 
verse du tiers et des deux tiers de l'arc; mais dans 
les triangles égaux SKF et AGE y SK égale toujours 
A G) doue Fabscisse homologue^ G est égale à la 
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différence entre les sinu^-verse du tiers et des devtx 
tiers de l'arc quelconque jiSC, jusqu'à ï8o° (afoo**). 
Il est évident , pour Farc de i8o* (afoo**), que l'or- 
donnée étant j(éro y la différence entre les sinus du 
tiers et des deux tiers de Tare est aus&î zéro , et que 
labscisse étant égale au rayon, la différence entre 
les sinus-verse du tiers et dds deux tiers de Tare est 
aussi égale au rayon. 

Démonstration pour les arcs ^ depuis l8o''(20o**^ 

jusqu'à 270** (5oo°). 

(Fîg. i40 Par 1^ construction et d'après ce <jui a 
été dit (9), le point E étant un des points de la 
courbe, et l'arc j4S étant le tiers de l'arc quelconque, 
depuis 180° (200°) jusqu'à 270** (500*»), JSFC ; si, 
comme pour la figure précédente , l'on divise les 
deux tiers SFC de cet arc en deux parties égales 
au point jP, si l'on tire la corde SFy ainsi que les 
lignes SK et FK parallèles aux côtés CO et AO du 
triangle rectangle AOCy et si l'on mène l'ordonnée 
EGy il est évident, par les mêmes raisons déduites 
dans la première partie de la démonstration , que 
les triangles AOC ^ FKS et AGE sont toujours 
semblables; que les deux derniers sont constamment 
égaux ; que SK est la différence entre les sinus du 
tiers et des deux tiers de l'arc ASFC ; que FK est 
la différence entre les sinus-verse du tiers et des 
deux tiers du même arc , et conséquemment que , 
pour l'arc quelconque, depuis 180° (200") jusqu'à 

»7o" (5oo") , ASFO^ l'ordonnée homologue EG est 
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toujouTd égale à SK , différence entre le» sinus du 
tiers et des deux tiers de Tare ^ et Fabscisse homo- 
logue j^G est aussi constamment égale à FK y diiP 
ference entre les sinus-yerse du tiers et des deux 
tiers du même arc. 

L'on observera (fig. 12) , pour Tare de 270** (5oo') 
j4KFR0 y que les différences entre les sinus du tiers 
et des deux tiers de l'arc , et entre les sînus-versc 
du tiers et des deux tiers du même arc , sont né- 
cessairement égales au rayon et égales entr'elles, 
i et qu'ainsi l'ordotinée OB égale son abscisse JlB : 
i cela est évident. 

i 

I 
I 

Valeur rélatwe des ordonnées et des abscisses 
homologues aux arcs y depuù 270° (3oo**) 
jusqt£à 360^(400*^}. 

SIXIÈME PROPOSITION. 

16. L'ordonnée homologue est égale au sinus dm 
tiers de l'arc plus le sinus du supplément à 56o* 
(400"*) des deux tiers de l'arc ^ et son abscisse est 
égale à la différence entre le sinus-verse du tiers de 
l'arc et le sinufr-verse du supplémeàt à S^o*" (400'') 
des deux tiers du même arc. 

Démonstration. (Fig. i5.) Par la construction et 
d'après ce qui a été dit (9) , l'arc ^S étant le tiers 
de l'arc quelconque ASFCy depuis 270* (5oo^) jus- 
qu'à 36o° (400^*) , et le point E étant un des points 
4^ la courbe ; si l'on divise eu deux parties égales^ 
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différence entre les siaus-verse du tiers et des deut 
tiers de l'arc quelconque ASC^ jusqu'à ï8o° (200°). 
Il est évident , pour Tare de 180** (aoo^), que l'or- 
donnée étant tévo y la différence entre les sinus da 
tiers et des deux tiers de l'arc est aus^i zéro , et que 
l'abscisse étant égale au rayon, la différence entre 
les sinus-verse du tiers et des deux tiers de l'arc est 
aussi égale au rayon. 

Démonstration pour les arcs ^ depuis î8o''(aoo°^ 

jusqu'à 270** (5oo°). 

(Fîg. i4-) Par la construction et d'après ce qui a 
été dit (9), le point E étant un des points de la 
courbe, et l'arc AS étant le tiers de l'arc quelconque, 
depuis 180° (200°) jusqua 270''(3oo°), ASFC ; si, 
comme pour la figure précédente , l'on divise les 
deux tiers SFC de cet arc en deux parties égales 
au point jP, si l'on tire la corde SPy ainsi que les 
lignes SK et FK parallèles aux côtés CO et AO du 
triangle rectangle AOCy et si l'on mène l'ordonnée 
jBG, il est évident, par les mêmes raisons déduites 
dans la première partie de la démonstration, que 
les triangles AOC y FKS et AGE sont toujours 
semblables ; que les deux derniers sont constamment 
égaux ; que SK est la différence entre les sinus du 
tiers et des deux tiers de l'arc ASFC ; que FK est 
la différence entre les sinus-verse du tiers et des 
deux tiers du même arc , et conséquemment que , 
pour l'arc quelconque, depuis 180° (200*) jusqu'à 

370° (5oo°) , ASFO^ l'ordonnée homologue EG e»t 
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toujours égale à SK , différence entre left sinus du 
tiers et des deux tiers de l'arc^ et l'abscisse homo- 
logue jiG est aussi constamment égale à FK y dif* 
ference entre les sinus-verse du tiers et des deux 
tiers du même arc. 

L'on observera (fig. 12) , fiour Tare de 270** (3oo") 
AKFRO y que les différences entre les sinus du tiers 
et des deux tiers de l'arc , et entre les sînus-versc 
du tiers et des deux tiers du même arc , sont né- 
cessairement égales au rayon et égales entr'elles, 
et qu'ainsi l'ordonnée OB égale son abscisse AB : 
cela est évident. 

T^aleur relative des ordonnées et des abscisses 
homologues aux arcs y depuis 270° (3oo°) 
jusqu^à 360^(400*^). 

SIXIÈME PROPOSITION. 

i6. L'ordonnée homologue est égale au sinus dm 
tiers de l'arc plus le sinus du supplément à 56o* 
(400^) des deux tiers de l'arc y et son abscisse est 
égale a la différence entre le sinus-verse du tiers de 
l'arc et le sinus^verse du supplémeàt à 3Qo^ (4^o^) 
des deux tiers du même arc. 

Démonstration. (Fig. i5.) Par la construction et 
d'après ce qui a été dit (9) , l'arc AS étant le tiers 
de l'arc quelconque ASFCy depuis 270* (Soo**) jus- 
qu'à SGo"* (400°) , et le point E étant un des points 
4e la cowbe ; si l'on diyisç eu deux parties égales ^ 
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TROISIEME PARTIR 



CHAPITRE V. 



Nouveau point de vue , sous lequel on peut 

considérer le moyen ^obtenir le tiers d^un 

arcjusquà i8o^ {zoo^) : Jbrmation courte y 
courbe à cet effet y quijait suite à la courbe 

trisectrice^ qui la complète ^ et qui se décrit 

aussi d'un mouf/ement continu. 

Nouveau moyen pour obtenir le tiers d'un arc jusqtia 

Ju'examen des ordonnées et de leurs abscisses 
à la première por^on de la courbe trisecttice , 
ayant procuré des constructions géométriques^ qui 
conduisent à considérer y sous un autre point de 
vue , le moyen de diviser un arc quelconque de 
iSo** (200**) et au-dessous en trois parties égales , 
l'on va résoudre ce problème y en faisant usage d'une 
courbe que Von décrit aussi d'un mouvement con-- 
tinu. 



DE L'ANGLE. 45 

22. L'on a démontré (i5, fig. iS) , pour un arc 
quelconque jusqu'à t8o*(200**), que le triangle 
SKF formé par la corde SF du tiers de Tare , 
par la différence SK entre le sinus-verse du tiers 
et des deux tiers de l'arc , et par la différence KF 
entre le sinus du tiers et des deux tiers du même 
arc y éfait toujours semblable au grand triangle 
AOCy foitné par la corde AC de l'arc , par son 
sinus-verse AO ^ et par son sînus CO. 

Puisque ces deux triangles sont toujours sem- 
blables^ l'on pqut donc considérer le grand triangle 
AOCy comme étant ^ par rapport à un autre arc 
semblable à celui ASC ^ ce qu'est le petit triangle 
SKF y par rapport à l'arc ASC \ c'est-*à-dire , que 
l'on peut regarder la corde AC de l'arc ASC y 
comme étant la corde du tiers du nouvel arc sem- 
blable. Il est bien évident alors que si l'on pouvait 
déterminer 1^ longueur du rayon de ce nouvel arc, 
on obtiendrait de suite le tiers de l'arc quelconque 
ASC jusqu'à i8o* (200**), puisque les arcs sem-^ 
blables sont divisibles daiis la même proportion* 

' onjsîêmë' proposition. 

Un àrc qvaslconque ^ depuis le plus petit jusqu'à 
celui de 180* (200*) , étant donné, déterminer la 
longueur du rayon d'un nouvel arc semblable , dont 
le tiers aurait pour corde celle de l'arc donné. 

25. (Fig. 20.) Divisez l'arc donné quelconque 
ADCy en deux parties égales au point D ^ par I9 



i 
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poiat D et le centre B , lirez une ligne indéfinie 
DBER ; sur l'arc DCy prenez DN qui en soit le 
tiers et portez-le du point E en . / ; par les points 
C et ly tirez une ligne qui rencontre au point JF 
la ligne indéfinie DBER y laquelle n'est autre chose 
que le diamètre DE prolongé» 

Il suit de cette construction, que sur la ligne CE 
la partie lE égale le rayon j4B(Èiem. de Géom.}. 

Du point F^ comme centre , avec EC ou jP^ 
pour rayon , décrivez un arc de cercle indéfini 
F^CAS; portez sur cet arc la longueur de la corde 
AC y de C en G et de A etx K y vous aurez alors 
Jarc GCAK divisé en trois parties égales, et sem- 
blable à l'arc ADC. 

Démonstration. Sur Tare GCAK y la partie CFA 
en est le tiers ; sur Tare ADC y la partie CK en 
est aussi le tiers : il sufHra donc de prouver que 
Tare CFA est semblable à l'arc CN. 

Si , par le point A et le point F y l'on mène le 
rayon AF y il est évident, par la construction, que 
la partie FO de ce rayon égale FI (à cause des 
arcs égaux CD et DA ) , égale le rayon AB ou OB ; 
d'où il suit que l'arc EO égale celui El, égale celui 
i>i7 j conséquemment le rayon OJ? prolongé passe 
par le point iV^ ; et comme , par la construction , 
l'arc NC ^gale deux fois l'arc DN^ ou bien égale 
l'arc lE plus celui EO; alors la ligne ON est né- 
cessairement parallèle à celle CI ou ÇF, 

Par la construction , l'arc iVC çst h ûers dç celui 
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'^2? C', puisqu'il est les deux tiers de sa moitié DC; 
donc l'arc AN est double de celui NC : mais la 
•moitié de l'arc AN sert de mesure à l'angle à la 
circonférence AON; donc cet angle est égal à celui 
au centre NBC : mais , à cause des parallèles ON 
et CF, l'angle AON égale cehiî AFC; donc ce 
dernier angle égale celui NBC. 

Les angles AFC et NBC étant égaux , îl est 
évident que les arcs CPA et CN y qui leur servent 
de mesure , sont semblables ; donc l'arc GCAK , 
triple de CPA , est semblable à l'arc ADC , triple 
•de NC. Donc le rayon CF est celui d'un arc , sem- 
blable à l'arc donné ADC , et dont le tiers a pojiir 
corde celle de ce dernier. 

Le centre des deux arcs semblables CDA et 
GPK étant situé , par la construction , sur la 
xnéme ligne DBF qui les divise en deux parties 
égales , il suit que les rayons BA et BC sont pa- 
rallèles aux rayons FK et FG; et le rayon FC 
déterminant l'arc GC pour le tiers de l'arc GPK y 
îl est évident que si par le centre B l'on mène BN 
parallèlement à FC y l'on aura l'arc CN pour le 
tiers de celui CDA. 

Un arc quelconque , depuis le plus petit jusqu'à 
celui de 180" (200"*), étant évidemment susceptible 
de la même opération dans l'hypothèse de la tri- 
section de la moitié de cet arc y l'on doit conclure 
que Ton peut, jusqu'à 180** (200*), déterminer le 
rayon d'un nouvel arc semblable à un autre arc 
donné , dont la corde soit celle du tiers du nouvel 
arc. 
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Au moyen de la courbe trisectrice , -dont Ott a 
donné la description , l'on peut bien avoir le tiers 
de la moitié d'un arc quelconque jusqu'à i8o''(200''}, 
et conséquemment le rayon ,du nouvel are sem- 
blable y en opérant comme oi;i vient de le feire pour 
obtenir le point jP; mais comme ce ^rait faire une 
double opération ^ puisque le but que Ton se pro- 
pose n'est que la trisection d'un arc^ il a donc fallu 
chercher un moyen direct, pour déterminer le point 
F sur le prolongement du diamètre DE : or ^e 
moyen consiste y dans l'emploi d'une coujrbe que 
Ton décrit d'un mouvement continu avec la iplu9 
grande précision^ et qui sert en mên^ temps ^ et 
à déterminer la longueur du rayon dont il s'agit , 
et a résoudre le problème de la trisection y selon la 
méthode indiquée dans les Elémens de Géométrie ; 
solution que l'on n'obtenait que par le tâtonnement* 

forjvmlTion de la courbe. 

;24- L*on a vu (fig. lo) comment, par le mou- 
vement du diamètre BAX , on opérait le tracé de 
la courbe trisectrice : si l'on conçoit maintenant que 
l'extrémité X de ce diamètre, qui dans son mou- 
vement circulaire a parcouru 124^'* (^ôô'^jGC etc.), 
continue (fig. 21) à se mouvoir circvdairement pour 
compléter 560^(400*"), de manière que le diamètre 
mobile BAX prolongé passe toujours par le 
point B du même diamètre fixe et arrive à la po- 
sition MNX , il est évident que , pendant ce mou- 
vement , le point A , milieu du diamètre mobile, 
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décrit une courbe de telle manière que, si de Fextré- 
mité JB du diamètre fixe on tire une ligne quel-* 
colique qui coupe cette courbe , la partie de cette 
Kgne , comprise entre le point de section sur la 
courbe et le .point de section sur le tiers de circonfë* 
renée XSXy est toujours ^ale au rayon AX ou AB. 

25. (Fîg. 21 .) Sî Ton conçoit que le diamètre OAC^ 
perpendiculaire sur celui BAXy tourne sur le point 
A comme pivot pour prendre la position BAXy'A. est 
eTÎdent que le rayon AO y pendant ce mouvement, 
détermine sur l'arc OEB de 90' ( loo*) , tous le^ 
angles possibles depuis l'angle droit jusqu'au plus pe-* 
tit, et que, de son c6té, le rayon -r^Cprolongé parcourt 
dans le même temps tous les points de la courbe. 

Soit donc l'angle EAB , d'une grandeur quel- 
conque ,câtre s&éro et 90"" (100^) ; fii l'on prolonge 
son c6të EA jusqu'à la rencontre en ^ de la courbe^ 
et si par l'exlrëmité i? , de l'arc EIB qui sert de 
mesure à cet angle , l'on mène la ligne BV^ il suit 
(24) que la partie CVàe cette ligne, comprise entre 
le point de sectipn V sur la courbe et le point de 
section C sur le tiers de circonférence XSX , est 
égale au rayon ; conséquenament (Élém. de Géom.) 
que l'arc DC est égal au tiers de l'arc EIB. Donc^ 
au moyen de la courbe, dont on vient de faire voir 
la formation , l'on peut obtenir le tiers d'un arc ou 
d'un angle quelconque de go"" (loo"") et au-dessous* 

Si l'on veut avoir la longueur du rayon d'un arc^ 
semblable à celui quelconque EIB de go"" (100^) et 
au-dessous, et dont la corde du tiers soit égale à 



^ 
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celle de l'arc EIB y il faut diviser cet arc^n deuic 
parties égales au point /, et mener ensuite une ligne 
par le point / et le centre A , jusqu'à la rencontre 
en P de la courbe ; alors la ligne tirée du point P 
vers l'extrémité B de l'arc , sera le rayon <jue l'on 
cherche ; cela est évident d'après ce qui a été dit 
( a3 ). L'on voit qu'il en est de même pour Tare 
quelconque de 90° (100^) à i8o''(20o°) , BEF; par 
le point E y milieu de l'arc , et par le centre A.^ 
l'on mène une ligne jusqu'à la rencontre en F^ de 
la courbe , et la longueur JKB est le rayon d'un arc 
semblable ^ dont la corde du tiers est égale à cell.e 
de l'arc BEF. 

26. La courbe dont on vient de démontrer la 
formation ., servant à obtenir directement la lon- 
gueur du rayon d'un arc , semblable à un autre 
quelconque de iSo"* (200°) et au-dessous, et dont 
le tiers aurait pour corde celle de l'arc quelconque , 
cette courbe fournissant en même temps le moyen 
de déterminer , par une seule opération , le tiers 
d'un arc quelconque de 90° (loo**) et au-dessous^ 
îl reste à faire voir comment elle se décrit d ua 
mouvement continu avec la plus grande préci- 
sion , procure la plus grande justesse pour la tri- 
section de Tare , et offre , pour la construction de 
l'instrument propre à la décrire , plus de facilité 
que n'en présentait la construction de celui que l'on 
a einployé pour le tracé de la première portion 
4e la courbe trisectrice. 
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i)escriptipm de la Cou^^tJ un ^fjoi^dimt Cfntinu* 






37. (Fig. 31.) Si l'on conçoit que le diamètre fixe 
SjiK-^t f rblowgë' dé'lâ'torfgnéur Xif 'ëgale au 
rayon- ;irjif,-ët^àue4à' Idn^^Ueîir totale (2V!f^;pii^ ''û^ 
mbuiv^emeist itîvet^é'kà j[>rèfniW', 'glisse ^W i\^]^oint 
iôV tândfe'qtte le •pmht X-àéùiitïAk 'Ûëcè'Wcir^ 
«ttiïfé«n<îé -Jr^^Xi ïf wr WidMt'c^VifèrtJdJttt N 
iracei^ •1a'«c>di:6è/-ëar là.piirirfië ^5S^ ést'fôiijôurs 
«gkie-^u 'Tsyott • J*lP','' èï'i^ ■ k figiiè 'iV"^ Wadi-â 
«remjre la pasiûùa'JiïJfBTr' - '' ^ ' ' '' 

' * t*bn Voit donc que cçtte courbe NPk4 ^[àçmi 



avec la preçisipnja plus ^m; 

teuste , et que • pour 1 opération^ de la trasecùiDn 

Telle 'preseûte une coupe ti'es-nette avec une lifi^ue 

^quelconque tirée au cehlré*-^. Si Ton se rappelle 

le mode de construction que Ton a employé pour 

rinslrum^t propre. ^: dierirewlaMpreui^ère '^pDiHÎoa 

de 1^ courbe tri:seqti!Îce> l'on.voîfc aussirqxup ce mode 

doit être le même pour le ^ nouVd instinrniettt y àVek 

.cette dîfféiiBûce, que' la réglé iiïôMlë lau'tâk^'»^^ 

gueur d'un rayon dîô^^^fuS/ à rextrémilé' JT duquel 

sera le stil^et-, au lieu^d'etre. ai; poiiA rj<^^9 ^i,que:Von 

est dispensé di'elviderj||e icjlmdire :au point^iS^ œ itraî , 

,dans la construction ^ dilpréinier'insll'mtteiit;' était 

Ja partie la plus difficile à exécuter: ^ ' " ''^ '"''' ' " 

. H resuite de la^^^udp précision qU dle^ la AeiliW 

4 
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avec laquelle on peut décrire cette courbe , qu'elle 
est la f>lu$'^^Ohvenâble à^ijiployw pour la trisection 
de Fangle. 

,.,a6!. O^Q^_'»or». .inf)jjy§meut; circufeire (%. Ao), 
l;éx^|m*p,5C du JÙamètee ^Â^'nyjvi^t, à^ttii un arc 
Je i2o;'(.^35,%.^^,etc,),iç,.pwnt.;ti..<fe j».-d»ro«tPc 

la çoatinuatifîft.dtt mouv^BiemJ cirqttlaire de .cette 

«''î^®??!^^ ^ hf?^'à ,^'(a^rj66 e^c.) , a, fait âéciirt 

a» pwufr^ du. xwêure .di4>^tre^vl9 seconde; pcHtipn 

de cette courbéi L'on-^vv.u\(a4).,(%v jusque Iç 

point -^ du. diamètre décrivait encore une couAe. 

"pieiidfitot ;qùé 1 extrémité A termitiait son mp^irçu^ent 

"xr^ëulaftiB ¥^6''] (4ôô^) ; f on ^oit donc qônçîure aue 

cette derr'^-'^ '^'^ — ^'^ -^ -^-^ — -- ^- -^ '^ . /• •. i 

troisième 

termine 

compiéte son .mouvement ^ en prenant la position 



... • ■ ■ - 

r^ttni aro cpicfcdaque dkjgoî^a'ôo**)*^ ^^dtesfeoiW, Tfen déduit 

Mi^'^yf^.dS^^^^^^^^^ prenârerdirectBiia^ï* Ife 'q«jar^<!'«ïi 

W> HHP^conqae jusgwlf, ^ apj^C? ?3?i33 ^f^O '^ -^^o^îÂYiAb ro toiurf 

.aux trianelesaii-à la (Jivision'des qordM. . ' 



■" " ' 1* ' • * ) *, • "'^ 



jU§iit4A"îjÇjg^^ç^r.leé.«»J»cmit^$ GiCtlSy^^^ XGèt du 
diamètre 5X, «ne., ligne iod^éfiniiîK fjr go^^ ^^ §oj^eir «du 
Hayon AB SUT cette ligne ^ de G^en£; 3%tirçr*par 1« Mmt£. 

-éi^ië^jitir«';4 fe ligQ? £;;^^1 il'^t é^ïdfeiit âlo^s queTarc Jû 
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€st le quart de Tare XG , puisque > par la construction , l'arc 
iG est toujours le tiers de l*trc BD ou de son égal XI. 

L'on voit en même temps que sur l'arc de 60* (66*,66 etc.) 
ALM, on a AL gour moStié de l'arc XG , et que sur l'arc BDO 
4e gC* (loo"*) , l'on a BD pour les trois quarts du même arc XG. 
L'on peut donc ; par une seule opération bien simple , obtenir 
4e quarti la moitié et les trois 4{aarts d*ua arc quelconque jus- 
qu'à iflO*(i35%3îetc.)' 
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CHAPITRE VI. 

Examen des abscisses et des ordonnées à la 
troisième portion de la courbe trisectrice; 
leur valeur relative , ainsi que celle des hy- 
poténuses des triangles rectangles Jhrmés 
soit des ordonnées et de leurs abscisses ^ 
^oit des ordonnées et de leurs abscisses aug- 
mentées de la longueur du rayon. 

Kxamen des abscisses et des ordonnées à la troisième 
portion de la courbe trisectrice. 

5o. (Fig. 22.) JjoiT la courbe KEN formant la 
troisième portion de la courbe trisectrice : l'on peut 
considérer la ligne AK comme l'axe des abscisses ; 
et si l'on prolonge AN jusqu'à la rencontre en y, 
de la lignei Cf^y menée parallèlement à AK par le 
point de la courbe le plus élevé au-dessus de AK ^ 
la ligne Af^ sera Taxe des ordonnées. Ainsi y par 
(exemple , les lignes EF et A F sont l'ordonnée et 
Bon abscisse ^ homologues à l'arc BD ou à son égal 
'XI y et vice versa , parce que le sommet E de l'or- 
donnée EF est toujours (déterminé sur la courbd 
par le prolongement du ra^on AD p qui établit la 
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grandeur de l'arc quelconque BD entre zéro et 
go* (loo*^). 

3i. (Fig. ^2.) Pour un arc quelconque BD entre 
zéro et 90° (100°) , le triangle rectangle AQDy formé 
par son sinus DQ , son cosinus AQ et le rayon AD y 
étant par la construction toujours sembM)le au 
triangle rectangle AFE y formé par l'ordonnée ho^. 
molôgue EFy son abscisse AF et par la ligne AE- 
( qui n'est que le prolongement du rayon DA jus-* 
qu'à la rencontre de la courbe) , et ces deux trian-^ 
gles ayant toujours nécessairement lieu^ il est évident 
que les sinus et les cosinus des arcs jusqu'à 90*" (loo*)^ 
sont entre eux comme tes ordonnées homologues^ 
et leurs abscisses. 

32. Si l'on considère les zrc^AL et XIG formant 
toujours^par la construction^ les deux tiers et le double 
des deux tiers d'un arc quelconque BD jusqu'à. 90* 
(loo"")^ et' que l'on examine les triangles semblables- 
BRLy BHG et BFE, qui eu sont toujours une suite^ ' 
l'onvoitquele sinus etle.cosinus des deux tiers AL de . 
l'arc quelconque BD y sont entre eux comme le sinus^ 
etlesinus-yerse du supplément GMB du double des 
deux tiers XIG y et coname l'ordonnée komologuev 
et sou abscisse augmentée de la longueur du rayoïw 
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J^aleur relatwe des ordonnées à la troisième 
portion de la courbe triseçtri'ee. 

DOUZIÈME PROPOSITION. 

55. Pour tous les arcs jusques et inclus celui de 
90** (loo*), l'ordonnée homologue est égale au sinus 
des deux tiers de Parc y plus le sinus du douille des. 
deux tiers. 

Démonstration, (Fîg. a3i,)Sur nue ligne quelconque 
BEy tirée de rextrémîté J? du di^noètre £X vers la 
courbe KEPN y la partie GE de cette ligne, com- 
prise entre la courbe et l'arc de i:ao**(i35%55 etc.) 
XGYM y étant toujours égale au rayon ^B y et les 
arcs ALM de 6o* (66%66 etc.) et XGYM àe 120* 
(i35**35 etc.) étant coupés par cette Kgne, de ma- 
3ttîère que Tare XIG est double de celui AL , qui 
est toujours les deux tiers de l'arc BD homologue 
à l'ordonnée quelconque EF^^ si par les points de 
section L e\ G y opérés sur les deux arcs par la 
ligne BEy l'on mène les deux sinus LR et G S y et 
que par le point G Ton tire vers l'ordonnée la ligne 
GZ parallèle au diamètre BXy il est éTident que 
l'ordonnée quelconque EP est toujours composée ^ 
1*.. de la partie EZ égale au sinus LR des deux 
tiers de l'arc homologue BD , à cause de l'égalité 
constante, par la construction , des triangles GZE 
et BLR} !a*. de la partie ZF égale , par la construc- 
traction, au sinus GH du double des deux tiers de 
l'arc homologue BD. Donc, etc» 



Cette, yérité se démontre également par là pro- 
portion que fournissent les triangles semblables Î3LR 
et BGH; BL:LR::BGMJïy d'ôùrou tire BL : 
LB :: BL H- BG : £Jt ^XiHi et comme daiw le 
triangle BEF (toujours semblable 'à téelui BLR piùr 
la construction) le côté j&jS^(homolôguë afeêteî i?Z) 
égale, toujours par la construction, la somm>e: des ar.-* 
técédens BL -j- :S<?, il çuît que ror^ounéo ou côté 
EF (homologue à celi^j ^i{} égale toujours^ 4uss\ la 
somme des conséquens pR Hr GH. , \ , i . . 

L'on remarquera^ pour Farc de go** (loo*), que 
le sinus MT des de^^ tiers de Tare etiânt aussi le 
sinus du double des deux tiers XGTM^ Tordonnéé 
homologue jiN est éga|ç à^ deux fois le sinus de^ 
deux tiers. de Farc:, cela est^evident^ k estuse de Téga^ 
lité^ par laconstirueiiony des deux^ triangles rectan* 
^esBMTelMNa^ 
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T^aleur Tçlativ^ des abscisses à lO' troisièfne 
portion de la courbe iràiectrice^ 
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TREIZIÈME HUJPOSI'HONi > 

34. Pour tous les arps jusqu'à ceïiji;<J^,67*;i^r(7,5!*)); 
Fabscisse homologue est égal^ au cio#i;iiU#f4e§I(feDif| 
tiersF dç l'arc ^ plus le iÇpsinus 4u dp^^et 4^^ cl€»(X 
tiers, r — '• 

Démonstration. (Fig. 22.) Par la construction d& 
la courbe KEPlSf y les ordonnées étant parallèles 
à leur axe AVy qui est perpendiculail^ sur l'axa 
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jiJÇ, 4êS:.»})9çi6Si3S:^ jl «t évident qu'une abscisse 
quelc^nkjiie est- égale à la Ibtigueur de la* parallèle 
^ son axe y qui est détâmtunée entre s<>Yi ordonnée 
et le poiiott. de? seetîon. opérée sur Taxe AV, par la 
ligne^paélniçe die J'extrémité B dû diamètre BX vers 
le sommet de l'ordonnée* 

r • 

Soit l^rdènhée EF^ ^bmologue a l'arc quel- 
conque Jusqu'à 67** I (j5^yBD y qui a pour abscisse 
ji/F; si dii'pQÎnt £7, sectîoBt de la ligne BE avec l'axe 
jéP^y l'on mène -vers l'ordomiéé la ligne Urhy pa- 
rallèlement a Vaxie AK des ;abscisses,'il est clair 
que cette parallèle Um est égalé, à Tabseisse j4F : 
or cette parallèle se compose des deux parties md 
^K'dll'y dont la^rea^ière'.égale, par la construction^ 
GZ ~iiBB.tosix\y& èè l'are ^Z^^^ : fbrinaiit les deux 
tiers de l'are RP^y et la seconde égale évidenpiient 
le cosinus AH de l'arc X/G, formant le double 
des deux tiers de l'arc BD. 

Tant que la partie EU de la ligne quelconque 
BE menée du point B vers la courbe , comprise 
entre la courbe et l'axe AV des ordonnées , est plus 
grande que lé rayon ^ il^st évident que la parallèle 
Urriy et conséquemment l'aOTcisse, se compose tou- 
jours du cosinus des deux tiers de l'arc homologue, 
plufi? lé cosinus du double des deux tîefè ; mais dès 
2'instant où cette partie devi'eiit éjgale au râyori, lors- 
que la ligne BP , tirée du point B vers la courbe , 
passe par la point de section Y de Vaxe Af^ des 
ordonnées avec l'arc de cercle de lao* (i55%53»etc.) 
2CGVM,9 il ç&t clair alor^ que l'abscisse AM 
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{ = JTi =r co5u SB) ne se compose plus que du co-^, 
sinus SB des deux tiers ALJ de Tare homologue 
BDjiy dont la valeur est de 67** \ (75*)*, puisque 
cet arc. pins son tiers Ye (;?= On) égale 90** (100**), 
Donc etc. 

Suite de l/t valeur relative des abscisses à la 
troisième portion d&, la courbe trisectrice. 

QUATORZIÈME PROPOSITION. 

' - . 

55. Pour les arcs entre 67**^ (75°)' et 90^(100'");, 
Fabscisse homologue est égale au cosinus des deux 
tiers de l'arc , moins le sinus dé Tare formant la 
différence enfre 90° (100**) et le double des deux 
tiers de Farc. . > 

Démonstration. (Fig- ^3.) Soit l'arc quelconque 
BnD entre 67** | (75**) et 90* (100°) , dont l'ordonnée 
et l'abscisse homologues sont EF el AF y et soit 
la ligne BE y menée de l'extrémité B du diamètre 
vers le sommet de l'ordonnée , coupant nécessaire- 
ment l'arc de 120*» (1 35%33 etc.) XGFM, entré 90* 
(100°) et 120** (i33%S3 etc.), il est évident que sur 
cette ligne BÉ , la partie JE y. toujours égale au 
rayon et comprise entre la courbe et l'arc XGYM y 
fait une section au point b avec l'axe AV des 
ordonnées , et que la parallèle ba ^ menée du point 
de section b vers l'ordonnée y est égale à l'abscisse 
AF. 

Si l'on considère maintenant les triangles égaux ; 

par la construction ^ lUE et BRC dout Içs cotés 
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iiomcdogues sont parallèles , l'on voit que le côté 
lU égale son homolo^e BM cosiaus de l'arc JC 
formant les deux tiers de l'arc quelconque BnD : 
or le coté JIU se coœpMe éyidemmeiit de deux 
parties , l'une SU =: ba, égale l'abscisse ^JF , et 
l'autre IS égale le sinus de l'arc K/ , formant la 
différence entre l'arc XGY de 90* (loo**) et celui 
>rG/ double de l'arc ACi donc l'abscisse AF d'un 
arc homologue quelconque entre 67** \ (75**) et 90* 
( ï 00') > égale iV—IS—BR — ISy c'èst-à-dire , 
égale le cosinus des deux tiers de l'arc homologue, 
moins 1q si^^$ de k diffiérence entre 90"" (loo"".) et le 
double des d^ux lieri. . «. ^ < > , 

L'on r^nw^quera^ pour rare^eçQ»^ (lOO*") ^que Tabs^ 
cisse homologue est zéro^ parce que le cosintis de l'arc 
de 6o* (66*^^66 etc,)^ qui ioxj^^ les deu^ tiers de 
l'arc de 90* (loo**), eçt égal ai^ sinus de l'arc de 5o* 
(35%53 etcO , qui forme la différence entre l'arc de 
90° (ïoc**) Qt le double d^ deux tiers. Cela est en 
outre évident ^ puisqqç ^ dans çcr qas , l'ordonnée 
NA^ homologuç il l'agrc de QO** (laa'') BDO y passe 
par le point d'origine 4 des abseissç&y 

Valeur relatù/e de Vhypoiénu^ d\tn triarigk 
recXan^Ie^ormê^ùn^ ordonnée quelconque 
et da^on abscme à la iroùièrne. portion de 
la cQ^rie irisecirice. 

QUINZIÈME PROPOSITION. 

S6. L'hypoténuse d'un triangle rectangle , formé 
d'un«f ordonnée quelconque et de son abscisse ^ jb 
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troisième portion de la courbe trisectrice , est égale 
à la corde du supplément des deux tiers de Varc 
lioinoWue à l'ordonnée. 

JOémonsiratian. LV)n a vu (Si , fig. aa) ^e le 
jsînus DQ d'un arc quelconque JSD ^ entre séro et 
90** (loo*), son cosinus ÂQ et le rayon AD^ don-* 
uaient un triangle rectangle toujours sembl;^le à 
celui ÂFE y formé par l'ordonnée homologue tUF^ 
bon abscisse AF et par la ligne AE ^ qui n'est que le 
prolongement , jusqu'à la courbe , de l'hypot^énuse 
P^ du prenuer triangle. Cela posé , par la cons- 
ftruction (fig, 54) > la partie GE de la ligne BE est 
légale au rayon AB ^ l'arc Gl est le tiers de l'arc 
quelconque i?/^ entre zéro et 90° (loo**), et l'arc AL 
en est les deux tiers. Si par le centre A l'ou mène 
le rayon AT parallèle à celui BL^ l'are BT égale 
celui AL et il est double de l'arc GI. . Si par le 
point X, extrémité du diamètre BX^ et le point Z', 
on mène la corde XT ^ et que par le point G on 
mène le rayon GA ^ Ton a les triangles XAT et 
AGE qui sont isoscèles par la construction, et 
dont les deux côtés égaux , dans chaque triangle , 
sont égîtux entre eux , puisqu'ils sont égaUx au 
rayon. Ces deux triangles isoscèles ont en outre 
leurs angles égaux chacun à chaquu; car Tanglc à 
la basé AXT àx3i premier triangle^ ayant pour me- 
sure la moitié de l'arc BT^ égale hécessaîreméut 
1 angle à la base GAE dû second triangle , qui a 
pour mesure l'arc GI moitié de Tare BT^^ d'où it 
suit que ces deux triangles isoscèles sont égaux : 
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donc le côté JE égale le côté XT. La ligne XT 
est la corde de Tare servant de supplément aux deux 
tiers de l'arc quelconque BD entre zéro etgo** (100°), 
la ligne AE est donc égale à cette corde ; mais la 
ligne AE est l'hypoténuse du. triangle rectangle 
jiFE : donc l'hypoténuse AE du triangle rectangle. 
AEE, foràïé de l'ordonnée et de son abscisse à la 
courl?e KEN y est égale à la corde du supplément 
des. deux tiers dç l'arc quelconque BD^ entre zéra 
et 90** (100**), homologue à l'ordonnée EF^ 

Ainsi, pour avoir la valeur relative d'une ligne' 
tirée d'un point quelconque E de la courbe KEH 
au centre -^ , îl faut prolonger cette ligne EA jus- 
qu'à la rencontre en D de l'arc de go** (loo**) BDO} 
mener ensuîle, par le point J5 et l'extrémité B du 
diamètre JffJT, la ligne EBy et enfin retrancher de l'arc 
BD y de J9 en T y son tiers G/; alors la corde XT 
du supplément aux deux tiers de l'arc homologue 
BD y est la valeur relative de la ligne quelconque 
AE. 

Sy, (Fig. ^4.) Une ligne quelconque EA y com- 
prise entre la courbe KEN et le centre A (à Texcep* 
tion des deux lignes extrêmes AK et AN) y étant 
toujours l'hypoténuse du triangle rectangle formé 
de l'ordonnée EF et de son abscisse AFy sa valeur 
peut être déterminée par la racine carrée de la 
somme des carrés de l'ordonnée et de l'abscisse ^ 
et comme cette hypoténuse EA est égale à la corde 
XT du supplément aux deux tiers BT àe l'arc ho- 
mologue BDy 51 Ton mène le sinus Ta de Farc BTy, 
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l'on voit que (la corde XT étant moyenne propc^^. 
tionnellè entre XB et Xa , et le çarrë de cette 
corde étant égal à la somnae des carrés du sinua 
Ta et du sinus-Yerse Xa du supplément aux deux 
tiers de l'arc homologue BD) l'hypoténuse Ejé 
est encore égale, soit à la racine carréç du pro-^ 
duit du diamètre XB par le sînus-verse Xa du sup- 
plément aux deux tiers de l'arc homologue BD^ 
soit à la racine carrée de la somme des carrés du 
sinus et du sinus-verse du supplément anx .deux 
tiers de Tare homologue ; d'oii il résulte que la somme 
des carrés de l'ordonnée et de son abscisse , est égale^ 
^oit au produit du diamètre par le sinus-verse dur 
supplérnent aux deux tiers de l'arc homologue,; soit 
il la somme des carrés du sinus et du sinus-verse 
du supplément aux deux tiers de l'arc homologue. 

3«8. (Pig. 24). L'hypoténuse ^E , du triangle 
rectangle jàFE formé d'une ordonnée quelconque 
EFet de son abscisse ^jP homologues à un arc BD 
entre zéro et 90® (100®), n'étant évidemnient autre 
chose , à Texception des ligaes extrêmes ué^ et ^Ky 
qu'une ligne tirée du centre jf vers un point quel- 
conque £" de la troisième portion KEWde, la courbe 
trisectrice / il suit que cette ligne quelconque jéE 
(36) est égale à la corde du supplément ,des deux 
tiers de i'arc homologue BD entre zéro et 90"* (loo**); 
conséquemment que ^les lignes menées du centre ^ 
vçrs tous le? points de la troisième portion de la 
courbé, les points N et K exceptés, sont égales aux 
ic;ordes 4e$ suppléwens des à^x^^ tiers de tous Ie9 
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ôfcs /homologues entre zéro et 90*(ioo*j; mai« 
èotnmé les cordes de tous ces supplémens sont évi- 
demment celles des arcs entre 120^(ï55%55 etc.) et 
1 80" (200*), et que les lignes extrêmes AN et AK 
sont égsJes, par la construction^ aux cordes des 
arcs de t20* (i55%55 etc.) et 180* (:20o*) y îl en ré- 
cite wëcessaîrement que les lignes menées du 
centre A vers tous les points possibles de la troi- 
sième portion KEN de la courbe, sont égales aux 
cordes de tous les arcs , depuis et inclus celui de 
ï3«>**(i55%55 etc.) jusques et y compris celui de 
i8o* (200*) ; c*est-k-dire , qu'une ligne menée du 
centre A vers un point quelconque de la troistème 
portion KEN de la courbe trisectrice, a toujours 
sa correspondante égale parmi les cordes des arcs de 
i20*(t55%55 etc.) à ï8o' (20O*) inclusivement, e( 
vice versât 

39. De <re qui vient d'être démontré (56 et 58, 
fig. ^)yil sint qu'une ligne AE^ nienée du centre 
A v^ers un point quelconque J? de la trod4ènie por- 
tion KEN de la courbe trisectrice , est égale à k 
corde d^un arc ^uî forme le tiers de la rircotifé- 
rence ^«gïnentée de deux fois le complément dé 
l'arc iMM^oIogu^. 

En effet, supposons que la ligne XP représente 
la ligne AN y qui, par la construction, est égale à 
la corde de l'arc de lao* (i53*,53 etc.) , alors l'arc 
BP égale nécessairement les deux tiers de Tare 
BPO : puisque la ligne Xy (56) égale Ja ligne 
quelconque AE y et que l'arc BT est égal aux 4eux 
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tiers de Farc èomolagueiBi?^ qiii a pour complet 
ttieotrarc:Z>Oy a est évident que l'arc POT iégalé 
|es deux tiers dôl'âiKîvjS^; mais le triplé de l'arc 
sPy" esï égal à dé» fœs VKciDO^;éù^VtiK XOP 
:phxs Tare .PT^itohikiplîés par ti'ols , égalent la' cîrJ- 
fjonférence* de cercle pliis rfiax fofe l'arc DO : Mais 
la corde XT (= ^£) est celle de l'aKèf i;OiP plui 
l'arc PT } donc la ligne ^jB, menée du centre A 
vers un \poiut quelconque JE do la troisièmtft portion 
KJSJV deja Qourbe tri^ctrîce> çs{ égale à 1%-corde 
d'un arc qui forme le tiers, de la. circonfé|?ence aug- 
mentée de deux fois le complément de l'arc homo- 
logùe. 

40. (Fig. 24.) L'arc JBD y homologue au poin^ 
quelconque E de la trûisrèm^ portion KEN de la 
courbe trisectrice , étant déterminé sur l'arc BPO 
de 9ô**.(ipo*) II» le prâlongènârent de' la ligne ÈJ; 
si i du poiM £ ddiïfn^ ^>ëfttre atefc :i9^ pmir rayon , 
4'on dé<îrrit la ^ttfi^êît«m*îi'efice A€n , il est évi- 
dent q^e 4e ; prolottgemënl de fei ligne EA ctmpe 
cx>0tte d^iAi-^îîrcoirféreitfcè'Wï Yrti p^jint C, de ttttmière 
que l'arc APC est toujours le double -de l'arc DO 
cbmpiMieat d« l'^rt B<imolpgùe J?j&; d'où A ré- 
• »ahe (%)iiifQe la ligne ^okoiiNfOe £«^ Mt égide à 
/la Cârflè d'«n csa*t ^ qitt foitn^ ^ tiers ^e 1^ cirmn-- 
tfén^ncà au^nmntéë dàialé^igtj^Mr de Tare ayant pour 
corde le prolongirmcniA 4e £'^» 

Il suit de cette vérité, que , pour avoir le tiers d'un 

' afcf quelconque sur la demi-cîrconférchcê ACa^de 

l'arc APC, pat exemple, il faut prolonger la corde 
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CA de cet arc juscpi'à.^la rencontre etiE de la 
troisième portion KEN de la courbe trisectrice, 
et prendre ensuite la diflFérénce entre les deuxarcs^ 
dont l'uttiest soutenu pat la corde XP -de ' i2d* 
(i55%55 etc.)^ et Fautr^ par la ligne £^ con^de- 
rée comme corde j cette différence sera légale au 

tiers de l'arc JPC. - ^ / 

. . . ■■ /■ ■ . • . . i 

Pâleur relative : de V hypoténuse au triungh 
rectangle formé âfune ordonnée ^uelcônqut 
à la troisième portion de la courbe , et à 
son abscisse augmentée de la longueur du 
rayon. 

SEIZIÈME PROPOSITION. 

• 

4i. L'hypoténuse du ^rian^le rectangle, formé 
d'une ordonnée quelconque à la troisième portion 
de la courbe et de son abscisse augmentée de la lon- 
4gueur du rayon, est égale au rayon, plus la cordé 
du supplément du double des deux tiers de l'arc 
bomologue. 

Démonstration. (Fig. aa.) D'après la fortnatioa 
de la troisième portion KEN de la courbe trîsec- 
trice, une ligne BEy menée dç l'extrémité B du 
diamètre BX vers un point quelconque j& de cette 
portion de courbe, étant toujours l'hypoténuse d'un 
triangle rectangle formé de l'ordonnée quelconque 
EFeX de son abscisse ^F homologues à lare BDy 
et cette ligne BE coupant toujours l'arc de jm] 
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(i55%55etc.) XGM, en u^ point G, de manière 
que la partie XG de cet arc est constamment égale 
au double des deux tiers de Tare homologue BD^ 
puisque (29) l'arc G/, tiers de celui SD^ est le 
quart de Tare XG , il est évident que des deux par- 
ties BG et GE qui composent la ligne quelconque 
SE y la première BG est toujours égale à la corde 
de l'arc GMB servant de supplément à l'arc XG 
double des deux tiers de l'arc homologue BD , et 
que la seconde partie GEy par la construction ^ 
est toujours égale au rayon AB ; donc^ çtc. 

^1. Il suit de la proposition précédente^ qu'un 
arc quelconque de 1 80° (200*) et au-dessous , dont 
la corde du tiers serait égale à la corde d'un autre 
arc donné semblable au premier , a toujours pour 
rayon une ligne égale au rayon de l'arc donné , plus 
la corde de l'arc servant de supplément au double 
des deux tiers de l'arc donné. 

4'* (^^8- ^40 Si l'on considère toutes les lignes 
tirées du point B vers la troisième portion KEN 
de la courbe trisectrice, et que de la valeur de ces 
lignes^ calculée au moyen des ordonnées et de leurs 
abscisses 9 on en retranche celle du rayon, il est 
évident que l'on aura la valeur de toutes les cordes ^ 
depuis celle BM de l'arc de 60** (66^,66 etc.) exclu- 
sivement, jusqu'à celle BX de Tare de 180* (200^) 
exclusivement. 

44* (Eig. ^4.) Si, dans les deux triangles rec- 
tangles AFE et BFE^ Ton compare la valeur de$ 
ideux hypoténuses AE et BE par la somme des 
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carrés des deux calés adjacens a chaque angle 
droit ^ Ton voit, i**. pour le triangle AFEj que la 
racine carrée de la somme des carrés de For- 
donnée et de son abscisse est égale (56) à la corde 
XT AvL supplément de l'arc BT; 2°. pour le triangle 
BFE y que la racine carrée de la somme des 
carrés de la même ordonnée et de son abscisse 
augmentée d^ la longueur du rayon , est égale (40 
au rayon (= GE) plus la corde BG àe Tare servant 
de supplément k celui XGy qui est double de l'arc 
BTi d'où l'on conclut que la ligne AEy tirée du 
centre A vers un point quelconque E de la troi- 
sième portion de la courbe trisectrice, 'étant Ja 
corde du supplément d'un arc y la ligne BE y moins 
le rayon , menée de l'extrémité B du diamètre BX 
vers le même point E de la courbe, est la corde 
du supplément d'un arc double du premier. 

y 

'Autre manière de considérer la valeur relative, de Vhypoténm 
du tiiangle rectangle , formé ^une ordonnée quelconque fl 
la troisième portion de la courbe trisectrice et de son abscissi 
augmentée de la longueur du rayon, 

45. (Fig. 240 ^® 1^ formation delà troisième portion KE^ 
de la courbe trisectrice, il résulte évidemment, 1°. que les 
lignes BK et BN y menées de l'extrémité B du diamètre Bi 
aux deux points extrêmes de cette portion de courbe , sont 
égales , Tune à trois fois la longueur du rayon AB , et l'autre 
à deux fois seulement la même longueur ; 

a*. Que la longueur de. chacune des antres lignes menées 
du même point B vers cette portion de la courbe , telle qoê 
SE, par exemple; sa compose toujours de^ deux fois laloai 
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IÇtieur du rayon AB (^z=zBL=^ CE) , plus la partie LG com-* 
prise entre les deux atcs ALM et XGM • 

5^. Que cette partie LG est tou]ourâ l'hypoténuse dû triangle 
feétangle LêG, formé , l^ du Côté Ge, différence entre le si^ 
ûus Lff (des deux tiers AL de Tare homologue ÈD) et lô 
sinus Gd (de Tare XG double des deux tiers) ; 2*. du côté 
eL qui se compose du sînus-versê Lm (t=: AH) de l'arc AL^ 
plus le cosinils me (=^Ad) de l'arc XG ', 

4®. Que, tant cjuô Thypoténuse LG du triangle rectangle 
LeG se trouvé coupée par le rayoii AV , le côté Le de cô 
triangle se compose toujours du sinus -verse AH'Q=:Lm) des 
deux tiers de l'arc homologue^ plus le cosinus Ad(;=:mey 
du double des deux tiers \ 

5®. Que l'hypoténuse LG cessé d*être coupée par le rayon 
'AY ^ lorsque la ligne tirée du point B vers la courbe passe 
par l'extrémité Y de ce rayon, telle que la ligne Br ^ et 
qu*alor8 sa partie fY^ comprise entre les deiix arcs , est Thy-* 
poténuse du triangle rectangle /A K, dont le côté Yh est bieil 
toujours la différence entré les sinus fl et Y A des deux tiers 
et du double des deu^c tiers de Tare homologue, mais dont 
l'autre côté fh (==: lA) li'est plus coUiposé que du sinua-verse 
des deux tiers de Tare homologue ; 

6**. Que lorsque la ligne tirée du point B vers la Courbe 
cesse de couper le rayon AY^ et n'opère plus sa section aveô 
Tare XGM que sur sa partie YM de 5o*» (33^^33 etc.) ^ 
telle que la ligne Bb , alors sa partie US^ comprise entre 
les deux arcs, est l'hypoténuse du triangle rectangle SP^U ^ 
dont le côté UP' est toujours la différence entre les sinus SR 
et tJi des deux tiers et du double des deux tiers de l'arc 
homologue, mais dont l'autre côté 5/^ est égal à la différence 
entre le sinus-verse RA (=3 Sn) des deux tiers dé l'arc ho- 
mologue et le sinus UZ (psiVn) de l'arc UY ^ lequel forme 
la différence entre l'arc de 90° (loo*') XGY et l'arc XGV 
double des deux tiers. 

Ainsi une ligne quelconque tirée dû point È vers la courbe / 
Â l'exception dvs lignes extrêmes $K et ffN ^ se compost 
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touiour» de la longueur de deux rayons , plus de l'hypoté- 
nZ d'un triangle rectangle » dont l'un des côtes perpendicu- 
iTe ardLètre BX, est toujours égal à ladiJF^rence entte 
e sinus des deux tiers de l'arc homologue et le sinus du 
IZ des deux tiers . mais dont l'autre côté. Paj «le au 
même diamètre, se détermine de trois mameres différentes , 
selon la position de la ligne menée du point B vers la courl?e. 
Z Dremière manière est constante, tant que la ligne menée 
du ÏZb vers la courbe, coupe sur l'arc XGM de ...o' 
%ÇZ5 etc.) sa partie XGFde 90- (loC). et la valeur de 
;. cô'té est égale à la somme du sinus-verse des deux tiers 
de l'arc homologue et du cosinus du double des deux tiers; 
râ seconde n'a lieu que dans le seul cas ou la h^« -- 
du point B vers la courbe, passe par 1 extrémité r de l arc 
XGK de 90° Cioo») . et la valeur de ce côté est égale au si. 
futverse Vdeux tiers de l'arc homologue • la troisième 
rdrante pour tous les cas oùla Hgne -éeji3^int ^ 
vers la courbe, coupe sur l'arc XGM de lao (i35 ,55 etc.} 
Lpartie YUM de 3o- (33'.33 etc.) . et la valeur de ce cote 
1 Se au sinus-verse des deux tiers de l'arc homologue, 
Soins S sinus de l'arc formant la différence entre lare d. 
qo* (100°) et le double des deux tiers. 

46. Les hypoténuses , moins le rayon , des 
tringles rectangles formés des -données a la^^ 
«ième portion de la courbe tnsectrice et de leurs 
sieme poruu longueur du rayon, 

abscisses augmentées de la longueu j 

T ' 1 f/t fia ^A^ aux cordes des arcs ae- 

X T^-), Von ,U , d- le chapitre s».vaot, 
comment 1« ligne», n,«ins le -yo/.'i^f' ^ 
^ême point S vers le sommet des ordonnées à «». 
^X l 1. deuxième portion de k courte ^sc 
îriee, sont égales aux cordes des arcs depuis le pl« 
petit Wà celui de 6.- (66%66 etc.). 
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CHAPITRE VIL 

Examen dhine partie de la seconde portion 

de la courbe iruectrice; râleur relatwe de^ 

ordonnées et de leurs ubscisses à cette partes 

de courhe ^ mnsî que celle des hypoiénuses^ 

des triangles rectangles Jotmés des ordon-^ 

nées et de leurs abscisses. ' 

* 
• ■ ■ *■ * • 

Examen Çfig, aS.) de la partie IJÎSB. de la ^eecmd^ 
portion de la courbe \p:it^ectrice. , 

47. x o V R le» trois portions de îa coxirbe trisec^ 
trîce, on a considéré le point d'origine A, de la 
courbe comme étant aussi deïuî des abscisses ; mais 
dans Fexamen de la partie NSR de la seconde por- 
tion de cette courbe , ce sera le point B que l'on 
prendra pour leur origine ; ainsi la ligne AN sera 
l'axe des ordonnées y et le rayon AB sera celui des 
abscisses. 

Si , de l'extrémité B du diamètre BX y l'on tire 
vers la partie NSR de la courbe une ligne quel^ 
conque BSy qui coupe aux points P et -ÉTla demi-* 
circonférence BYX et lare AMR de 90^ (i<>o**) j 
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$i l'on mène l'ordonnée SF^ et que par son sommet 
♦S* et le centre j4 Ton tire la ligne SE ; efifin, si 
par le point P l'on mène le sinus PO de l'arc JSPy 
il est évident, par cette construction, i*. que l'arc 
^VP est double de celui AMH^ ii°. que Tordon- 
îiée iS'if' est homologue à l'arc BDE ^ dont le tiers 
est égal à l'arc GP y dont les deux tiers sont égaux 
à l'arc AMHy et dont le double des deux tiers est 
égal à l'arc XYP\ 5"*. que la ligne quelconque BSy 
rordonn.ee S^ et son abscisse BF fournissent un 
triangle rectangle BFSy lequel est toujours sem- 
J^lable à celui BOP fqrmé de la corde BP. du sinus 
PO et du sinus-verse BO de l'arc BPy qui sert de 
supplément à l'arc XYP double des deux tiers; 
d'où il résulte que la similitude des triangles rec- 
tangles BFS et i?OjP donne toujours le rapport 
suivant : les ordonnées et leurs abscisses à la partie 
\NSM de la seconde portion de la courbe trîsectrice, 
3ont eutr'eUes commet les sinu^^.et les sinus- verse 
des ^i^s çervant de supplémçut «lu double desdeuic 
Uç?s des «çs homolpgu^^^ 
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Valeur relative des ordonnées à la partie 
^SR de là seconde portion de la courbe 
trisectrice. 

DIX-SEPTIÈME PROPOSITION. 

48. (Fîg« 25.) Une ordonnée quelconque à Ià 
partie NSR de la courbe trisectrice , est égale au 
sinus des deux tiers de l'arc homologue , plu3 le 
sinus de l'arc double des deux tiers. 

Démonstration. L'ordonnée quelconque SF se 
compose évidemment des deux parties JP/ et IS ^ 
à cause des parallèles HI et AB ; la partie FI , est 
toujours égale, par la construction, au sims HL 
de l'arc AMH formant les deux tiers de l'arc ho'* 
mologue BDE; la partie IS est aussi toujours^ 
égale au sinus PO de l'arc XYP , qui fprmq le 
double des deux tiers de l'arc homologue ; car sur 
la ligne BS les deux parties SP et BH étant égales^ 
puisque chacune d'elles est égale au rayon AB par 
la construction, il suit que iS"^ égale \ffjP, que lea^ 
deux triangles rectangles BOP et MIS sont égaux,, 
et conséquejnment que IS égale PO : donc^.e^c. 

On observera que l'ordonnée extrême BR , ho-- 

mologue^ parla construictibn, âJ'are dé i55* (iSo**) 

BDV^ n'est composée que du sinus de l'arc AMR 

*dë'gb*/(ïoo'*) formant lés deux tiers de Tare hdmô'^ 

lOjgûe/pîtrceque l'arc de 180** (200°), dbuWe des^ 

^^ux fiers, n'a pa^ de sinus*^ ;-.:.. 
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Valeur relative des abscisses à la jpaHie 
NSR de la seconde portion de la courbe 
trisecirice. 

DIX-HUITIÈME PROPOSITION. 

49* (Fig- ?5.) L'abscisse d'une ordonnée quel- 
conque à la partie NSR de la seconde portion de 
la courbe trisectrice ^ est égale au cosinus des deux 
tiers de Parc homologue, plus le sinu^verse du 
supplément de l'arc double des deux tiers. 

Démonstration^ Il est évident, par la construc- 
tion et d'après ce qui a été dit n* 4® » ^^^ l'abscisse 
JBFde Pdrdonnée quelconque SJ^ se compose tou- 
jours dji cosinus BL de l'arc AMH forinant les 
deux tiers de l'arc homologtie BDE^ plus le sinus- 
Verse BO(=HI=:LF) du supplément BP de l'arc 
XYP double des deux tiers : donc , etc» 

Valeur relative des hypoténuses des triangles 
, rpctangles\y formés des ordonnées et des 
absoi^ses à la partie NSK de la seconde 
portéon de la courbe trisectrice^ 

BftX'JMTËIïy lÈlSiGi PROPOSITION. . 



» • 



^. ,Ço. (Eig, 35.) L'byppténuse. d'un trîîlf>gl^ .rt^c- 
^tangle j|,formé d'uxie.ordomiée quelconque^t dé. son 
abscisse à la partie iV^iî;. dfi. lîv. secpn^Ç JortiQji 



I 

I 
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de la courbe trîsectrice, est égale au rayon, plus 
la corde du supplément du double des deux tiers 
de lare homologue. 

Démonstration. Une ligne menée de Textrémîté B 
du diamètre BX vers un point «pielconque S de 
la partie NSR de la courbe, à l'exception de la 
ligne BR qui est égale au rayon , étant toujours 
rhypoténuse du triangle rectangle formé de l'ordon- 
née quelconque SF et de son abscisse BP^ il est 
évident que cette ligne est toujours égale au rayon 
AB (= SP) , plus la corde BP du supplément de 
l'arc XYP double des deux tiers de l'arc homo- 
logue BDE y et cela, par les raisons données (41) 
pour une ligne menée du même point B vers la 
troisième portion KN de la courbe trisectrice : 
donc^ etc. 

5i. La valeur relative des ordonnées et de leurs 
abscisses à la partie NSR de la seconde portion de 
la courbe trisectrice , étant connue, et la ligne BS 
tirée de l'extrémité B du diamètre BX vers un point 
<pielconque de cette partie de courbe, le point R 
excepté, étant toujours l'hypoténuse d'un triang^ 
rectangle BFS dont les deux autres côfés ^ont foi^ 
.mes de l'ordonnée et de son abscisse, il est clair 
•que l'on'peut calculer la valeur de chacune de ces 
'hypoténuses ; mais <:omiDè, en retranchant de leur 
"vadeur celle du rayon ^ il reste évidemioe^t la va- 
leur, .des cordejâ de tous les arcs, depuis le plus 
.pfetit jusqu'à celui de 6of {66*^66 etc.) BPM exclu- 
fiivewwt, il suit qu'au jofioyen d^s ordonnées et des 
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abscisses a cette partie de la courbe , Ton peut ob- 
tenir la valeur des cordes de tous les arcs, depuis 
le plus petit jusqu'à celui de 60* (66°,66 etc.) exclu- 
sivement. 

L'on a vu (45) que l'on pouvait aussi déterminer 
"de la même manière la valeur des cordes des arcs , 
depuis celui de 60° (66**,66 etc.) jusqu'à celui de 
180** (200°); donc,^ à l'exception des cordes des arcs 
de ôo** (66%66 etc.) et de 180** (200°), qui sont 
toujours connues , l'on peut avoir la valeur des cordes 
de tous les arcs, depuis le plus petit jusqu'à celui de 
180" (200°), en la calculant par celle des ordonnées 
et de leurs abscisses à la partie KNR de la courbe 
trisectrice. 

52. Les lignes menées du point d'origine ^ de 
la courbe trisectrice vers tous ses autres points, sont 
égales (17 et 58) aux cordes de tous les arcs, de- 
puis le plus petit jusqu'à celui de 180* (200°), et l'on 
peut obtenir la valeur de toutes ces lignes, en les 
considérant comme les hypoténuses des triangles 
rectangles formés des ordonnées et de leurs abscîssesj 
on peut avoir également la valeur de celles menées 
"(fig. 25) de l'extrémité B du diamètre BX vers 
tous les points de la partie KNR de la courbe tri- 
sectrice, et en retranchant de leur valeur celle du 
rayon, l'on obtient (5i) la valeur de toutes les 
cordes, depuis la plus petite jusqu'à celle de i8ot 
(200**) : l'on peut donc déterminer de deux manières 
différentes la valeur des cordes de tous les arcs, die^ 
puis le plus petit jusque celui 4^ 180** (aoo*)* 
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55. Il résulte de tout ce qui a été dit sur la nou-* 
velle proportion géométrique continue , sur la va- 
leur relative des ordonnées et des abscisses aux 
trois portions de la courbe trisectrice^ ainsi que 
sur celle des hypoténuses des triangles rectangles y 
formés 9 soit des ordonnées et de leurs abscisses ^ 
soit des ordonnées et de leurs abscisses commentées 
de la longueur du rayon ^ que l'on a un grand nombre 
de moyens de vérification pour s'assurer de l'exac-^ 
titude du calcul des Tables des sinus ^ etc» 



• r 
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CHAPITRE VIII. 

Fcmmlion de la trtHmème portion de la courbe 
ttkectnce , fù.f' la pretnière dei deua: mé- 
thodes que ton a enseignée pout ai^oîr le 
triple ê^un arc. examen de la valeur des 
angles dont le sommet est sur la courbe 
trisectrice ^ et dont les deux côtés passent 
toujours y Vun par le point d^ origine de la 
courbe y et Vautre par le point jixe direc'- 
teur du diamètre mobile. Propriété géné^ 
raie delà courbe trisectrice. 

54. -Li'oN a bien démontré (24^ fig* ^i») la for- 
mation de la troisième portion de la courbe trisec- 
trice, par la continuation | du mouvement du dia- 
mètre mobile BAX pour arriver à la position 
MNX; mais cette démonstration n'est que le résultat 
de la seconde des deux méthodes que l'on a établies 
(chapitre premier) pour avoir le triple d'un arc : 
Il est cependant essentiel de faire connaître aussi 
comment on détermine , par la première méthode ^ 

tous les points dç cettç portion de la courbe^ 
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Formation de la troisième portion de la courèe 
trisectrice^ par la première méthode établie pour 
avoir le triple d^ un arc. 

55, ( Fîg. 26.) La GÎrconférence de cercle AORS 
étant triple de l'arc AOD de i!io**(i33%55 etc.), 
et la ligne AN (9) étant égale à la corde AD ; ai 
l'on prend un arc quelconque A OC entre lao* 
(i33%55 etc.) et 180° (200°) , et que l'on ireuille ob- 
tenir le triple de cet arc qui seyt de mesure à 
l'angle ABC y il faut, i"*. prolonger indéfiniment le 
côté CB de cet angle; a**, par le point A y comme 
centre, avec la corde ^Cpour rayon, décrire un 
arc jusqu'à la rencontre en E du côté Ci? prolongé; 
3*". par le point E et le point A y tirer la ligne EAO 
jusqu'à la rencontre intérieure en O de la demi- 
circonférence AOR; alors U circonférence entière 
AORS plus l'arc AOy sera le triple de l'arc A OC. 

Démonstration. Les ^iangles ABC et CAE étant 
isoscèles par la construction, et ayant un angle com- 
mun en C sur leurs bases, sont semblables; donc 
l'angle ABC égale celui CAE. L'angle à la circon*- 
férence CAO a pour mesure la moitié de l'arc OC; 
oonséquemment l'angle CAE y qui forme son supplé- 
ment^ a pour mesure la moitié de l'arc restant CSAO : 
mais les angles CAE et ABC sont égaux ; donc 
l'arc CSAO est double de l'arc AOC; donc la cirr- 
eonférence AORS plus Tare AO^ forme le triple Ae 
l'arc AOC. 
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L'opération ci-dessus étant applicable a tous les 
arcs , depuis 120* (i55%55 etc.) jusqu'à i8o* (200*) 
inclusivement , il est évident que Ton peut avoir 
le triple de ces arcs , en déterminant de la même 
manière tous les points E^ par lesquels et le point A 
tirant des lignes, l'on obtient, etc* 

L'on remarquera que la ligne tirée par le point E 
et le point w^, divise en même temps, dans la même 
proportion , l'arc BGM de go** ( 100^ ) et la demi- 
circonférence AOR. 

56. (Fig. 56.) Le point E étant déterminé comme 
îl vient d'être dit, il en résulte qu'il sert à obtenir 
le tiers de l'arc quelconque BGy entre zéro et 90* 
■(loo""), et conséquemment qu'il est un des points 
de la troisième portion de la courbe trisectrice^ 

Démonstration. Le triangle CAE étant isoscèle^ 
et sa base CE , qui par la construction passe tou- 
jours par le point B , étant coupée aux points B et 
Z, par la circonférence décrite du point A connue 
centre avec AB pour rayon , de manière (3) que 
Ja partie EL de cette base égale celle BC (:=AB)f 
îl suit que EL égale le rayon AB , et que Tare P^L 
(Élém. de Géom.) est le tiers de l'arc BG. Par con- 
.séquent (24) le point E est un des points de la 
troisième portion de la courbe trisectrîce. 

67. (Fig. 26.) Quoique l'on démontre rigoureu- 
sement dans les Élémens de Géométrie , qu'un arc 
quelconque GBy jusqu'à iSS"* (iSo*'), étant donné, 
et qu'en menant par^ l'extrémité B de cet arc uni^ 
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îîgne jusqu'à la rencontre en E du prolongement da 
diamètre GJ^^ de manière que sur cette ligne BE 
la partie LE extérieure à la circonférence soit égale 
au rayon ABy Ton obtient l'arc VL pour le tiers de 
l'arc GB , on a cru entrevoir cependant qu,e cette 
vérité n'était qu'une conséquence de la première 
méthode que l'on a donnée pour avoir un arc triple 
d'un autre , ainsi que l'on va s'en convaincre d'abord 
pour les arcs jusqu'à go** (160**). 

58. (Fig. 26.) La corde AD étant celle de lare 
de 120' (i 55^,33 etc.), et la corde AC soutenant 
tm arc quelconque. -^0(7, entre 120** (i33°,33 etc.) 
et 180** (200**), dont le triple est égal à la circon- 
férence de cercle plus l'arc AOy il en résulte que 
l'arc pC est le tiers de l'arc AO^ et , par suite ^ que 
l'arc CR est le tiers de celui OCR. 

L'arc quelconque BGy entre zéro et 90** (loo^*), 
ne se trouve déterminé en G parla ligne EAO y que 
parce que cette ligne détermine en même temps 
un arc AOy qui, ajouté à la circonférence de cercle, 
procure un arc triple de celui AOC : or cet arc 
BG est la moitié de l'arc OCR^ de même que l'arc 
BI est la moitié de celui CR ; mais l'arc CR est le 
tiers de celui OCR : donc l'arc BI est le tiers de 
l'arc BG. 

L'on voit donc , i*. que si l'arc BG a aussi pour 
tiers celui VL , ce nlest qu'en raison de l'égalité de 
ce dernier arc avec celui J?/, égalité qui résulte 
nécessairement de la construction du triangle isos-* 
cèle CAE p dont les ç^tés çt la base sont coupél 
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par un arc de cercle ajant son centre au sommet 
Ai 2*. que cette vérité est le résultat direct de la 
première méthode que Ton a employée pour avoir 
le triple d'un arc. 

Cette démonstration s'applique évidemment à tous 
les arcs entre zéro et 90** (100*'), déterminés sur 
l'arc BGM par une ligne passant toujours par le 
point ^ ^ et menée d'un point quelconque E de la 
troisième portion de la courbe trisectrice. 

Examen de la valeur des angles dont le 
sommet est sur la courbe trisectrice^ et dont 
les deux côtés ^ ou leur prolongement^ 
passent toujours y P un par le point d^ origine 
de la courbe y et Vautre par le point JîxQ 
directeur du diamètre mobile. 



Nota. L'on divisera cet examen en deux parties : 
la première comprendra celui des angles dont le som* 
met est sur la première portion de la courbe , et la 
seconde partie embrassera celui des angles dont le som- 
met est sur les deux autres portions. 

JExamen des angles dont le sommet est sur 
la première portion de la courbe trisectrice. 

VINGTIÈME PROPOSITION. 

59. (Fig. 37.) L'angle HSQ dont le sommet est 
iur un point quelconque S de la première portion 
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lASB de la courbe trisectrîce, et dont Frni^es cqrté$ 
t^S passe par le point d'origine A dç la cQuri^e ; 
tandis que l'autre H$ ^ prolongé ^ passe par I13 poisrt 
fixe B directeur du diamètre mobile BÀX ; cet 
çingl^^ dis-je, HSQy a toujours pour mesure ieliers 
de la demi-circonference de cercle BOX. y. plus le 
tiers de l'arc ÈT^ déterminé sur cette même tiemî^* 
circonférence par le prolongement de ses cotés. 

jDémonstmtion. Par la construction (5)^ le c6té 
JffS de l'angle HSQ est égal au rayon jélH; con- 
séquemment le triangle H AS est isoscèle, et ses 
angles sur la base AS sont égaux : donc Tatigle au 
centre H AS ou HAY égale l'angle ,HS(^ situé sur 
la courbe. Il suffira donc de démontrer que l'arc 
HO Y y qui sert de mesuré à Fanglè jÊT^^JT, est le 
tiers de la demi-circonférence BOX y ^his^lè <lîers 
de l'arc BY ou de son égal XQ. 

Par la construction (4 et 5), Tare -i^/est le- tiers 
de l'arc quelconque ^/O entre zéro et t^^ (aob**) | 
il est donc les deux tiers de sa moitié OYi L^lÉhè éfX 
est toujours le double de l'arc AI; écfmi i) t^s^-lôtH* 
jours aussi le douUe des denk tietk'À&VÊÈtjb^OY, 
c'est-à-dire, qu'il a toujours en gratiâiÈ^r^^n^tic^s d^ 
plus que lui ; c'estràrdire; encore^ qa€[ l^sî^àtt>f fif;^ons 
à angle drc>it AX et ^O étant' su|^sé^ to^ftj^r i^r 1^ 
point A y Iç rayon AX pktcfmtt toufcrti^ tiA *îèi*s dfe 
chemin de plus que le ra^OQ-^O ; ûoilfiécpieihVnent la 
distance entre leurs extrémités JS et If est teiijioaRr^' 
égale à l'arc XO de 90* (100^), moiusie tiers de 
l'arc OY qui a été parconru par ï^lQbiéijéO ^ tali4^ 
que clêlui AX a parcouru l'arc Xlf. 

6 
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L'arc HO Y étant égal à l'arc de 90** ( 1 00*) , Môînir 
ïe tiers dé celui OYy il suit que trois fois l'arc HO Y 
égale Tare BOXZy moins trois fois le tiers de OF, 
ou moins OY^ ou moins son égal QZ , ou bien 
égale Tare BOXQ j c'est-à-dire la demi-cirConfé- 
rence de cercle J?OJf, plus l'arc XQ^ ou plus sou 
égal BY. Donc Fangle HSQ ^ dont le sommet est 
Bur un point quelconque S de la première portion 
delà courbe trisectrice^ a toujours pour mesure^ etc. 

ExiZmen de la valeur des angles ^ dont h 
sommet est ^sur la seconde et la troisième 
portion de la courbe trisectrice. 

VINGT-XJNIÈME PROPOSITION. 

6d. (Fig. 27.) Un des angles quelconques AEB^ 
^AVBy AXJB dont. le sommet est sur la seconde oU 
ià troisième portion BVEK de la courbe trisectrice, 
et dont leâ côtés passent, l'un par le point d'origine i 
"delà coiirbe, et l'autre par le point fixe B directeur du 
diamètre mohiiieBAX; cet angle quelconque^ dis-je, 
est toujours le tiers d'un angle qui a son sommet aii 
point A) et dont les côtés sont formés, Tun, qui 
(est invariable , par le rayon BA y et l'autre par le 
çrokngement , soit AY^ soit AH ^ soit AN ^ du 
côté 4? l'angle qui passe par le point A, 
; .i"*. Démonstration pour fangle AEB. Par la cons^ 
.tracdoi:^ du triangle isoscèle CAE , il suit (58) qu« 
l^arc if F est le tiei^s de Vz!tCi BFY : mais l'arc BF 
^•rt d« nii$«r« à Fangle SAF^^ donc cet angle q%\ 
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le tiers de celui BAY \ mais l'anglè BAF est égal 
par la construction à l'angle ACB ou ACE^ et à 
l'angle AEC ou AEB ; donc l'angle AEB est le 
tiers de celui BAY. 

a*. Détnbnstràtiofi pour V angle AW^. Par là cOhs^ 
tniction^ la ligne AT(=> AV) est la corde .du tiers 
de l'arc ATRV; consëquemment l'arc de. 120* 
[i35%35 etc.) ATh étant le tiers de k circonférence 
de cercle > il suit que l'arc hT est lé tiers de Tard 
AJ^y et par conséquent que Tare Me est lé tiers de 
k moitié 4e celui ^/^^ laquelle moitié égale l'arâ 
^Z = OH ; d'où il résulte que Fai^c Bc étantrpar Isb 
onstruction le tiers de l'arc BcOy cet arc Bd pluâ 
elui cM est le tiers de l'arc BcO plus celui Olï ^ 
«'est^à-dire que l'arc BM est le tiers de celui BOJEti 
' Par la construction des triangles isoscèles sem*^ 
fiables TAJ^ et TBA y les angles sur les bases soni 
légaux; donc l'angle BAT est égal à celiii BTA ^ 
|donc il est aussi égal à l'angle AVB : inëis l'angle 
[IBaT (=BAM) ayant pour mesure l'arc BM ^ est 
fe tiers de l'angle BAHi donc l'angle AFB est 
aussi le tiers de celui BAH. 

L'on voit que si l'arc Bd (Elém. de Géom.) est 
jàùssi le tiers de l'arc BOH y c'est parce qu'il est 
légal a celui BMy en raison de la construction du 
Sangle isosccle T-^^f/^, dont les côtés sont coûpics 
par le même arc de cercle tangent à la base Tf^ et 
Bayant son centre au sommet A. 

L'on remarquera que l'angle BAH de 1 55* (i5o*) 
pt le plus grand de ceux dont dn puisse obtenir 
le tîers^ d'après la méthode de tâtonnement indi«- 
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quéc dans les Èlémens de Géométrie; attendu qui 
h ligne BFy tirée de Texlrémité B de l'arc HOB 
Vers le prolongement en F du diamètre HAd^ est 
toute entière égale au rayon. 

3\ Démonstration pour V angle AXJh. L'on prou- 
vera de même, comme pour la démonstration pré- 
cédente > que la corde At>{=AtJ) étant, par h 
construction , celle du tiers de l'arc ADCL , il 
tuit que l'arc bD est le tiers de celui AFL ; que l'arc 
cY moitié de l'ar^ bDy est le tiers de la moitié è 
VovcAFLy c'est-à-dire de l'arc QZ ou de son égal 
OiV^jlqpe l'arc Bc étant, par la construction, le 
tiers de l'arc BcOy l'arc Se plus Tare eYesl le tiers 
de l'arc BO plus celui OiV, c'est-à-dire que Tare 
BY est le tiers de l'arc BON; que l'angle BAH 
ayant pour mesure le tiers BY Aq l'arc BON, cet 
angle est le tiers de celui BAN; qu'à cause des 
triangles isoscèles semblables par la constructioa 
DAU et DBA y les angles sur les bases étant égailla 
l'angle BAD égale celui BDA^ égale celui AtJIht 
A UB : donc Fangle A UB est le tiers de Tangle BAJI* 

Donc un angle quelconque , dont le sommet est 
tfur un des points de la seconde ou de la troisième 
portion de la courbe trisectrice , etc. est toujours 
le tiers d'un angle , etc. 

L'on remarquera que, pour avoir le tiers d'uiî angl* 
quelconque 5^iV^ au-dessus de i35^ (iSo**) jusqa^^ 
iSo** (200°), il faut prolonger le diamètre NAG 
jusqu'à la rencontre en U de la courbe , et mener 
€n5uite> par leipoint 27 et par l'extrémité B de l'arç 
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JVOB, une ligne qui coupe cet arc au point M; alors 
J'arc GMy compris entre Textrénaité G du diamètre 
NAG et le point de section Jf , est égal au tiers de 
l'arc NOBi car le triangle DAU étant isoscèle par 
la construction , et ayant ses côtés et sa base coupés 
|>ar un arc de cercle dont le centre est au sommet A y 
il suit que les arcs BG et MY sont égaux, et con* 
séquenunent que l'arc jBJT égale celui GM. 

C'est la marche constante et uniforme que four- 
nissent les <leux dernières portions BVEK de la 
courbe trisectrice, pour avoir directement sur la 
demi-circonférénce BOX le tiers d'un arc ou d un 
Sangle quelconque, qui a fait penser que la manière 
de robtenîr jusqu'à i55**(i5o*) seulement, par lé 
moyen indiqué dans les Élémens dé Géométrie , 
n'était qu'une conséquence directe dé la première 
des deux méthodes que Ton a employée pour avoir 
le triple d'un arc quelconque. 

Propriétés générales de la Courbe trisectrice. 

6i. La première propriété générale de la courbe 
trisectrice, d'après ce qui a été démontré (8, g et 
40) , consiste , i**. en ce que, si du point d'origine 
de la courbe l'on mène des cordes vers tous lest 
autres points de la circonférence , la partie de cha^ 
cune de ces cordes (ou la corde plus la partie det 
son prolongement ) , comprise entre le point d'ori-* 
gîne et les deux premières portions de la courbe, 
est toujours égale à la corde du tiers de l'arc soutenit 
par chaque corde ; ^*. en ce que les lignes tirées du 
point d'origine de la courbe vers sa troisième por-r 
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^^^ y sont toujours égales aux eOrdes du timfe 
8^fcs se compositut de la circonférence augmentée 
la grandeur e^es arcs soutenus par le proloDgemei 
cLesdites lignes. 

En résume : la première propriété de la coutl 
trisectrice est de procurer la corde du tiers de le 
les arcs , depuis le plus petit jusqu'à une circon^ 
férence et demie ; et si , comme on le verra àaW 
partie analytique , Fou décrit encore la courbe du côtcj 
opposé , o^estr-à^dire si on la ferme , cette preimeit] 
propriété s'étendra jusqu'à trois circonférences. 
' La seconde propriété générale de la courbe ré^j 
suite des vérités démontrées (17 çt 38), et elle c(w^J 
siste en ce que les ^gnes menées du point d'origioej 
de la courbe trisectrice vers tous ses autres points, 
sont égales à toutes les cordes des arcs, depuis là plus I 
petite jusques et y compris celle de l'arc de 1 80" (aoo*); 
ou bien, en ce qu'une ligne menée du point d'origisi^^ 
de la courbe vers ui^ quelconque de ses autres points, 
a toujours sa correspondante égale parmi les coràes 
des arcs, depuis le phis petit jusqu'à celui de 180 
(200*) inclusivement , et vice versa; de manier 
qu'il y a correspondance parfaite^ de chaque c^ te ^ daA 
le nombre et dans l'égalité des Ugnes. 

Ces deux propriétés constituent essentieltemenl^ 
courbe trisectrice. 

Nota. L'on ne parle point ici de la çourb.e que d 
crit rBxtrémité JS du diamètre mobile BAX ^ pend; 
le même temps que son milieu A trace la coar]>e tris 
^içe; U en sera fait mention dans la pai:ti9 anoJ^AÂ^ 
içii. fait rQbjçl; du chapitre dixi^nji^ -^ 
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CHAPITRE IX. 

Quelques réflexions sur la courbe trisectrice 

et sur sa seconde propriété générale. 

( 

62. (Fîg- 10.) 01 Ton se rappelle que le diamètre 
.mobile BAX tournant sur le point B comme pi- 
vot^ et glissant en même temps sur ce points son 
extrémité X décrit Farc de cercle XDC de lao^ 
(i53%55 etc.) pendant que le point 4 y milieu de 
ce diamètre^ trace la première portion A A A A3 
de la courbe trisêctrice ; si^ pendant ce mouyement^ 
l'on considère ce diamètre mobile BAX eommo 
formant deux leviers BX et BA , dont Ttin est 
double de l'autre ^ et dont les points d'appui sont 
au même point j?^ il est évident^ i"*. que les^ points 
X etA ont parcouru dans le même espace de temps^; 
l'un Tare de cercle XDC de lao^ (i55%35 etc.), et 
l'autre la première portion AAAAB de la courbe 
trisêctrice ; â"". que le levier BX a diminué de 
moitié y tandis que celui BA a été réduit à zéro. 

Le mouvement de ces deux leviers s'opérant si-^ 
mullanément et dans le même espace de temps y 
puisqu'ils ne forment proprement qu'un levier sur^^ 

lequel le plus petit u'est distiogué que pas sa Ioh^ 
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gueur y il en résulte nécessairement qu'il existe un 
roppûrt entr^ le& e spac e s parcourus p^o* le$ extré? 
niités X et -^ de ces deux leviers. 

65. (fig. 28.) Si le diamètre B^X , en conser- 
vant sa longueur ^ ne faisait que tourner sur le point 
Jî , il est clair que les deux leviers ^:/4 et BX étant 
constamment entre eux dans le rapport d^n à deuic, 
et le temps étant le même y les espaces parcpurusi 
seraient aussi dans le mên^e rapport. 

Mais dans le mouvement que nous examinons, 
ipit que le levier ^9^ tourne sur le point B coxnne 
pivot pour décrire Tare de 60* (6&y66 etc.) XFy 
fQÎi qu'il glisse s|ir le point* B pendant que son 
exti^mité X décrit l'arc de cercle XDC de i%^> 
(i55%53v etc.) y dans: l'un comme dans l'autre cas 
Iq$ espaces ;parcoui!us sont égaux ^ le temps employé 
eft:le méme^ et cependant y dans le second cas, le 
levier a diminué de moitié ; tandis que le levi^ BA 
Revenant céro dans ce deuxième cas^ en raison de 
sa diminution çonstaiiiment égale à ce^e du levier 
BXy son point A parcourt nécessairement^ dam le 
même .temps, un espace plus grand que çellii AC 
qu'il aurait parcouru dans le premier ca& Quel est 
4onc, dans ce second cas, le rapport entre les esn 
paces parcourus par les extrémités Xet ^ des deux 
leviers BX et BA ? 

. Vkm& n'exitrerons à cet égard dans aucun détail , 
et nous nouft bornerons seulement- à indiquer les 
données du problème ; mais auparavant il est boa 
d'observer, pour plçs de clarté > que l'on peut con* 
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sîdéi?er les deux leviers BX et BA comme tour-8 
nantsur le pivot B^ de manière que leur diminution 
s'opère par leurs extrémités XeïA} alors les don-! 
liées se réduisent aux suivantes : 

Dans leur mouvement simultané de rotation sur 
le mime pivot et sous le même angle de 60"^ 
(G&'y&lê etc.) , deux leviers , toujours sur la même 
ligne y étant entre eux dans le rapport de deux à un 
^u moment du départ y le plus grand diminuant de 
moitié pendant qu'il décrit un arc de cercle de 
120** ( i33%33 etc.) , l'autre diminuant en totalité 
pendant qu'il trace une courbe^ et le temps em-^ 
ployé à parcourir les espaces étant le même^ dé-* 
terminer le rapport entre les espaces parcourus par 
Jes extrémités de ces deux leviers. 

Ce rapport étant connu , si l'on parvenait à élst^ 
blir la longueur de la courbe tracée par l'extrémité 
du petit levier , il est certain que l'on obtiendrait 
aisément une ligne égale en longueur à l'arc de 
cercle de I20'*(i33%35 etc.), et conséquemment 
une ligne égale à la circonférence de cercle tripla 
de Tare de iao**(i55%33 etc.). 

Nous laissons Tun et l'autre problème à résoudre ^ 
et nous passons à quelques réflexions , auxquelles 
donne lieu la seconde propriété générale de la 
courbe trisectrice. 

64* Cette propriété générale delà courbe consistant 
^n ce quSme ligne menée de son point d'origine ver$ 
Tjn quelconque de ses autres points, a toujours sa cor** 
f'çspQnd^nte égale pariw les cordes des arcs^ de- 
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puis le plus petit jusqu'à celui de ï8o* (200*) inclu- 
sivement ( appartenant à un cercle dont le diamètre 
est égal à la distance entre les deux points extrêmes 
de la courbe ) y et vice versa , de manière qu'il y 
a correspondance parfaite de chaque côté dans le 
nombre et dans l'égalité des lignes ^ il suit é\^dem- 
ment que la demi-circonférence de cercle ^onne , 
ainsi que la courbe , laugmentation progressive de 
toutes les cordes depuis la plus petite jusqu'à celle 
de i8o^(:ioo*) inclusivement, et qu'il en est de, même 
de la diminution. 

La seconde propriété générale de la courbe est 
donc commune à la demi-circonférence de cercle. 

I 
65. (Fig. 28.) Si l'on compare la courbe trisec- 

trice JPQRK avec la demi-circonférence AIK , 

il est de toute évidence que la longueur de la courbe 

est plus grande que celle de la demi-circonférence. 

Cela posé, comment concevoir qu'entre les lignes 

menées du point A vers la courbe, et entre celles 

menées du mêi)îe point vers la demi-circonférence , 

il y a égalité , non-seulement dans le nombre de 

lignes, mais encore dans la longueur des lignes 

correspondantes ? 

Abstraction faite de la démonstration géométrique 
que nous en avons donnée , nous allons examiner 
comment on peut concevoir cette vérité. 

Si du point A^ extrémité du diamètre AK y 
eomme centre , l'on mène , de tous les points de 
la demi-circouférence AIK vers ce diamètre , deç 
arcs de cercle tels que QL , OL , QL , etc* , il est 
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éyident que toutes les cordes y depuis la plus petite 
jusqu'à celle de 180° (aoo**) , existent sur ce dia- 
mètre à partir du point A y comme elles existent 
$ur la demi-circonférence à partir du même point* 

Voilà donc deux grandeurs évidemment inégales^ 
la demi'circonfërence et son diamètre:^ vers les 
points desquelles on ne peut mener y . du point 
conunun d'origine A y que le même nombre dé? 
lignes égales chacime à chacune. '• 

Le diamètre AK étant une grandeur divisible à 
l'infini y soit par des lignes menées sur lui du som?* 
met d'un triangle qui aurait pour base ce diamètre y 
soit par des arcs de cercle décrits de son extrémité 
A comme centre , et ayant pour rayons la suite 
des termes de la progression arithmétique infinie^ 
depuis zéro jusqu'à ta valeur AK du diamètre ; si 
l'on conçoit que ces rayons^ dont le nombre est 
infini , tournent autour du centre A pour se déve- 
lopper y il est évident que y selon le mode du déve-^ 
loppement de tous ces rayons y leurs extrémités 
donneront soit la demi -circonférence de cercle 
Kl A y soit la courbe trisectrice KRQPA. 

Telle est la manière simple et claire dont nous 
avons conçu ^ q^^^ du point commun d'origine A y 
l'on pouvait mener vers les deux grandeurs iné- 
gales^ la demi -circonférence AIK et la courbe 
APQRK y le même nombre de lignes toutes égales 
chacune à chacune* 

Nous terminons^ en établissant le principe suivant 
^ui résulte de ce qui vient d'être diti. 
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Une ligne quelconque AB étant donnée ; si Xow 
développe sur le point A^ comme pivot ^ les rayons 
formant la suite des termes d'une progression arith-* 
métique infinie depuis zéro jusqu'à la valeur AS y 
l'on formera toujours une grandeur régulière ou 
irrégulière plus ou moins variée dans ses formes^ 
0t plus ou moins étendue ^ selon le mode de dévelop-< 
pement que l'on suivra ; mais tous les points de cette 
Igprandeur iront constanunent en se rapprochant du 

poiKt A^ ou elle ^ tenmxie< 
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CHAPITRE X. 

jdpplication de l^ Analyse çmx eonsidéraUonê 

précédenteSé 
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ous résumerons la génération de la courbe trisectrice , et 
nous ferons ensuite quelques observations nécessaires pour Tin- 
telligence de quelques points des recherches qui vont suivre. 

Qu'on imagine du point A (fig^ 129) des cordes à tous let 
points de la circonférence dont le centre est en C; si du 
même point ^ avec des ouvertures de compas, égales aux cordes 
des arcs tiers , on coupe celles des arcs triples ; la suite de 
ces intersections sera la trisectrice. 

Ainsi ^ par exemple , si Tare tiers est de âo^ , auquel cas 
Tare triple est de 60°, le point K sera l'intersection de la 
cordé de 60® par celle de ao*. 

Mais lorsqu'on a employé toutes les cordes des arcs tiers 
depuis jusqu'à 120* pour couper celles des arcs triples, on 
a fait en arcs triples un tour de circonférence^ et en même 
temps on a tracé la portion ANCDE de la courbe en question. 
' Si donc on voulait employer en cordes d'arcs tiers, celles 
des arcs qui excèdent 120°, ou, en d'autres termes, si on 
voulait continuer la trisectrice au-delà du point E ^ le pro- 
blème de la trisection s'étendrait , ainsi que l'exige l'analyse , 
k des arcs plus grands que la circonférence. 

Ainsi pour des cordes, à partir de celle de lao® jusqu'à 
celle de 180°, considérées comme cordes. d'arcs tiers, les in- 
tersections avec ceQel des arcs triples ; av;ront lieu depuis £ 
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jusqu'en F; et il faut bien observer que si , par exemple , Vaiô 
tiers est de i4o°9 auquel cas Tare triple est de 4^0^ » ou de 
56o** + 6o*, l'intersection sera sur le prolongement de la corde 
de 60**, c'est-à-dire entre 15 et F en K\ 

On n*a encore employé que les cordes des arcs tiei's de o^ 
à 180*, et comme la corde de ce dernier arc est tin maximum^ 
le point F est le plus éloigné du point -^, et la distance. • * 
AF:=z*i, en désignant par 1 le rayon du cerclé; pour ce points 
Tare triple est d'une circonférence et demie. 

Pour construire le point de la trisectride , qui coitesplond 
à l'arc de s6o*' , considéré comme tiers , on observera que , 
comme l'arc triple est de deux circonférences plus 60** ; 
dont la corde est encore celle de 60° ^ il faudra couper cettef 
corde prolongée par un arc décrit de Af comme centre , avec 
I^ corde de a6o qui n'est que celle de 100^ , et alers on aura 
le point K*. 

Lors donc qu'on emploie les cordes des arcs de 180^ à Z^ 
considérés comme arcs tiers ^ on continue la trisectrice, et 
on en décrit la portion FGCA, 

On a donc remarqué que la corde d'un ârc triple fait trou-* 
ver trois arcs tiers diflTérena 2 car celle de 60° rencontrant la 
trisectrice dans les points K ^ K! et A\ si de A comme 
centre , avec des ouvertures de compas AK , AE! y AK" comme 
rayons, on décrit des arcs de cercle jusqu'à la circonférence, 
dont le centre est C, on aura les points m , m\ ni , tels que 
les arcs Am, Amm\ Amjrlw? seront les tiers de 60* , d*uae 
circonférence plus 60®, de deux circonférences plus Go^ 

Ainsi cette trisectrice , pour être complète , c'est-à-dire, 
pour résoudre le problème avec toute détendue qu^'il com- 
porte et que donné l'analysé, deit, répondre à trois tours de 
circonférence ; ou être le lieu des intersections des cordes des 
arcs de c* à tî*ois circonférences > pris comme arcs triples, 
par celles des ares tiers , ou de c* à 3âo''< 

On observera enfin que, pour lés arcs triples de o* à 180% 
les intersections sont au-<[easu8 de CF ^ et qu'elfes forment 
la portion ANC\ que de 180 à 36o*, «liés «ont au-des- 
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S0U8 de CF, et qu'elles donnent CDE -, que de SGo"* à 36o* 
•+ i8o*, elles donnent la portion EF\ que de 360**+ i8o* 
à a fois 56o^, elles sont au-dessus de CF, et qu'elles donnent 
la portion FG-, que de a fois SGo*' à s fois 36o** -f- 180'', elles 
sont encore au-dessus de CF, et qu'elles prolongent la courbe 
de O en C j enfin que de a fois SSc** -f- 180^ à 3 fois 360** j, 
elles complètent la courbe ^ en donnant la portion CIji, 

Si Von pliait la figure suivant l'axe CF, les portions infé^ 
rieures de la courbe s'appliqueraient exactement , point pou^ 
point I sur les portions supérieures : cette symétrie résuit* 
évidemment de la construction. 

Mais d'une proposition démontrée ( 3 ) résulte cette 
seconde construction de la courbe : qu'on décrive une autra 
circonférence de ji comme cen^e avec AC pour rayon ; qu'o^ 
imagine de C des cordes à tous les points do cette seconde 
circonférence, et que, de l'extrémité de chacune d'elles, dé 
R^ par exemple, on porte /{£*;= JR/iCrr: rayon du cercle, lee 
extrémités Zr.et K seront à la trisectrice. 
, ' Ainsi lefi distances :RL et RK sont partout égales entre 
elles et au rayon du cercle , propriété qui donne en même 
temps deux points de la courbe , et de laquelle on tire soa 
équation polaire , comme nous 'le verrons bientôt. 
. On est naturellement conduit par cette seconde constnic^ 
tion de la courbe par points, à sa description par un mou- 
vement continu. 

. Si l'on conçoit un brat de levier CjiF, d'ui^e longue^ur 
égale à trois fois le rayon du cercle dans lequel on opéré 
la trisection des angles , et qu'on assujétisse le point M dtf 
levier , à se mouvoir suivant la circonférence MRCM qui sere 
la directrice du mouvement, et ce bras de levier à passer 
continuellement par C dans toittes ses positions ; qu'on, sup- 
pose tn A et F deux points décrivans^ ou deux styles, P 
décrira la branche FG , pendant que A décrira la îyranche 
ATiC. Le levier étant arrivé dans la direction LKC, par exemple^ 
l'extrémité C j^ura été ttpoussée en C, demani^e que la partie 
ce ajoutée à f^P |jyie tcoû rayons ^ ou la longueur primi-» 
tin CF^ 
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Le lieu dés joints C est une nouTelle courbe ifù'il importe 
d'examiner. 

.Lorsque les points décrivant F ^t A sont , le premier en G , 
le second en C, ce qui arrive lorsque M â parcouru l'arc 
MRM\ le point C est sur le prolongement de là tangente 
OM!C ^ de manière que CC soit un rayon, puisque CG vaut 
deux nyons. Le point M arrivant en C, le stjrle P est en 17, 
le style ut en D^ et le point C en V, ensorte que HY soit 
toujoiurs trois fois le rayon. Lorsque le point M continue à se 
aiouvoîr suivant l'arc CR!M, le style A qui était en D , trace 
l*arc de trisectrice DE F, et le styl« F qui était en B, trace 
l'arc HCIA. Alors le bras de levier est pkcé en sens contraire , 
puisque le point décrivant F est en ^, et que A est en F: 
eonséquerament C, ou le point correspondant de la courbé 
des points C^ se trouve à gauche de F^ c*e9t-4-dire^ en Xoù 
se termine la cousbe des points O , i une distance AX du 
pointa, égale à trois rayons, ou à une distance FXûu point F, 
égale à un rayon. 

Amsi , avec deux s^es on décrit toute la ttisectrice , le 
p(^nt M ne faisant qu*un tour de circonférence > et albts là 
courbe des points C n*est pas fermée. 

Supposons maintenant qu*on n*ait que le seul style F; tout 
d*aUleurs restant le même ; le point M ayant parcouru l'arc 
MRG ,h point F a décrit FGH\ lorsque M a achevé son 
tour de circonférence , F qui était en H ^ adéctitHCIA , et 
le- point' C a tracé correspondamttient laf portion de courbe 
CCCYX». Alors le levier se trouve dans une position con- 
traire, cair C est en X, et F en A , M est de retour en M. 
Ce point M continuant à se mouvoir suivant MRC , F 
qui est en A , détrit ANCD , de sorte que le point F est 
en D, et la courbe des points €" se trouve tracée jusqu'à Y^: M 
qui est en G, achevant son second tour de circonférence, le style 
que nous «Vous laissé en D^ termine la trisectrice par l'arc DEF\ 
de sorte que le levier se retrouve' dans èa prextiîèi-e position , 
c'est-è-dhre que la courbe des points C vient se fermer en C. 

Pour décrire la totalité de la triéeetrioe avec un seul styla 
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■JP, îï fant faîre faire au point M deux tours de circon- 
férence ; mais alors , ainsi qu'on vient de le voir , la courbe 
des points C est fermée , et cette courbe est , comme la tri« 
sectrice, divisée. symétriquement par la ligne CF. 

Au moyen de cette courbe seule , on peut avoir un arc 
triple par son tiers ; car Am étant Tare donné , on mènera 
mCC \ puis > à partir de C , on prendra CK = rayon , et 
menant la ligne AK prolongée jusqu a la circonférence en Jnf^ 
on aura arc AM = ^Am, 

Archimèdef dans ses lemmes, proposition YIII, a démontri 
ce théorème. 

Si une corde AB d^un cercle est prolongée ^ et si l'on fait BC 
égal au rayon de ce cercle; si ensuite on joint le point C et 
le centre D du cercle , et si l'on prolonge CÙ jusqu* en E, l'arc 
AE sera le triple d^ l'arc BF, 

En effet (fig. 3o), menons EG parallèle à AB, et joignons DB^ 

DG. Puisque TangleDjBG est égal à l'angle Z^GJ?, l'angle CDG 

rsera double de r«ngle DEC Mais l'angle BDC est égal k 

I l'angle ÉCD , et l'angle CEG égal à Tangle ACE ; donc l'angla 

GDC sera double de Fangle CDB , et l'angle entier BDG ser^ 

triple de l'angle BDC-, donc Vâtc AE qUi est égal à BG ^ 

îsera triple de l'arc BF. C.Q.F.D. 

j II est aisé maintenant de déduire de là un procédé pour trou- 

f ver le tiers d*un arc donné. On imaginera du point A (fig. 3i) 

P ded cordes AB à t«us les points de la circonférence ^ et on 

prolongera chacune d'elles d'une longueur BC^ égale au rayoa 

du cercle ; le lieu ♦ des points C sefa une courbe CCC ^ etc.' 

. Cette courbe étant construite , qu'on veuille trouver Je tiera 

•,^e \2xc AEy on mènera par E et par le centre O une droito 

EFC prolongée jusqu'en C, puis on Joindra C et *^; l'arc BF 

ainsi déterminé , sera, d'après le théotèu^ë précédent , le tiers 

de Tard AÈ. • • • • ^ - i . ^ ■ ' 

Pour avoir les points e^rèmes M et N de la courbe , on 

mènera au point A une tangente indéfinie sur laquelle oa 

prendra , à partir du point A, -^il/==^iV crayon. En effet, 

'f le triangle ^Oiir étant isosaèle , l'arc AK%%t de 45% ti^Es i.% 
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Tare AEL quî est de i35*. Cette courbe MCCC ..N 9H 
une portioù de la trisectrice complète , comme il est aisé de 
le reconnaître. 

La trisectrice donne donc la solution graphique de ces deta 
énoncés : 

1®. Étant' donnée la corde d'un arc, trouver celle de Fan 
triple, 

fl**. Connaissant la corde de l'arc triple , trouver celle à 
tare simple y ou connaissant la corde d'un arc , trouver ceUt 
de son tiers. 

Pour écrire algébriquement cette dernière question , soient 
(Eg. Sa) jiO la corde d'un arc et ^Cou AE celle de son tiers. 
Ayant prolongé CB jusqu'à la rencontre, de la circonférence 
en ilf ; on aura deux cordes CM et AO qui se coupent dans 
un cercle, et qui donnent cette propriété 

AEX.EO^CE>IeM. (i) 

Mais d'ailleurs des triangles isoscèles semblables CAE, CAB, od 

déduit CE = ^ etona JKilf=r + JE5, EBz^zr^CE, 

lOA 

donc EM:=i ar — — -y^ ainsi désignant Tare AO par ^, et 

conséquemment Tare AC par ^ f , cord. -^ ^ par x et cord. f 
par m^ on trouvera j après les substitutions dans (i) etlei 
rédiicti0i|0> 

a? mm^Sf^x ^ mt^ =s o (2) 



* i ■ 



liais si on veut en revenir à l'équation donnée par le pro^ 
iilème de la trisection de Tangle ^ qu*on fasse cos îP=j «^ 
cos f =^'.a ; on aura ces deux proportions 

flr : jc :: a: : r—y ; arlmllm: r'-^a^ 

^'ôù l'on déduit 

a^zsarÇf'^y)', m* = 2r<r — 0); 

«Milti^Uiuait (a) par «; £uwit mmtM C0i lubititutioui», puif 
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lileyant an -cnré 'et réduisant , on trouva, enfin 
«t . dans rhvpothèse r = i , 

y— 2->'~i'^^ •• ^^ 

- > .. .i 
équation qui a pour racines les cosinus des arcs tiers de ceux 

dont le cosinus est a, 

La forme de la trisectrice (5onduit natureUement à recher- 
cher d'abord son équation polaire. . , 

A cet effet, supposons (fig. 29) le rayon AC:=z 1 , prenons le 

centre C pour point de départ* des rayoïls vecteurs , menons 

; CNN' qui rencontre la trisectrice en N et A^ , puis joignons 

les points A, B : le triangle isoscèle BAC donné la pro«- 

\ portion 

CB : sin^^C :: AC : sin f , 

ç étant Tangle BCA : or sin^^C= sin u^, d'ailleurs 

,# 
donc la proportion précédente devient 

Il sîn a^ -, , ^j_ * ^ 

a 3:1= — : — ^ = aco8®, dou a=2=acos^± 1.... (A^ 

^^ sm f ^^^ 

«Il obserrant que le sîgne Supérieur se rapporte à la portion 
CGFEC^ et que le signe inférieur se rapporte aux points de 
lia feuflle CNAC. 

Pour ^=0, on trouve «=2r, «=1 , c'est-à-dire, les points 
yA et F. 

i Pour^ = Go", auquel cas cosf = ï, on a s=:d, «=0, 
'••c'est-à-dire les points G et C, 

i A f = 90V correspondent «=;i, a=s — 1, c'est-à-dire les 
[points D et H. 

F A f = 1801", correspondent sss«-*i^ ;&?=;«-«39 ou les ^ 
■points ^ et jF! déjà trouvés. : 



* * * 
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Oa peut vérifier Véquation (-0 ainsi qu'» suit : 
L'angle JCK étante», et l'angle ACM'^.Zp, on a; 
pour le rayon = î , 

:3Â = **sm*f+(i— aco8(py = ta — cos^y + sin»». 

5^'*= 2 (1—008 3 (p) O; 
d'où résuke 

^^'^ a(i — cos6« 
tl, d'après Véquation (4) rapportée au rayon , Vumt* 

^ _tcos? ±1 1)' + «n*^ _ J^±f£^ 
;==7^ — ~a(i — cos3^) i — C083^ 

1 ± 1 cos^ 

^^ 1 ^ 3cos ^ — 4cos ^ * 
en observant que 

cos 5^ = 4cos3ip — S cos ♦; 

Mais en désignant, comme nous Vavons fait plu8 haut,|li 
corde AK par x, AM^ par m, cos^ par j^, et cos3^ para, 
on trouYe d*abord 

a*(i +3y — 4j^0 — "**(! — J')* 
puis , après avoir remplacé <x- et m» par a(i-j^) , et aC^-^)» 
2(i-j.)(^ + 3y-4/) = ^Ci-«)0-J'). 



' 



(♦) On trouve en Trigonomëtrk cette formule: 

C08 ACM == ^;ZiC.CM' a 

nour le r.»yow « i i donc » 

cos 3^ s=: ^ 

• • • 
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«t enfin 

4y3_3y = a. 

Pour rapporter la courbe à. dès axe» rectangulaires FK, CX 
(fig. ag^) qui se coupent au centre C y on observera que, dans le 
triangle NPC où CP = x, PN=:=y et CNz^z., on a 

y=::z sin p^^ x = 2 cos ^ ;^ 
donc 

Reportant ces valeurs de cos ^ et de 2 dans Féquation polaire ^ 
faisant disparaître le radical^ et réduisant^ on trouvera 

ou bien» 

y+C^x*— 4a?— Oj^'+^C^— 5>(a7— i) = o... (5) 

iquation du quatrième degré résoluble à la manière de celleA 
da second , ainsi qu'on devait s'y attendre d apiiès- là symétrie 
de la courbe par rapport à l'axe des abscisses. 

Pour JK = o > Féquation donne ces quatre valeurs de x , sar 
voir, a;=o, x = o, a:=3, a;=i, dont les deux premiers 
correspondent au point C qui est double , et les deux derniers 
aux points F et jt, en observant que les abscisse» positives 
s'étendent à gauche de> l'axe des^. 

Pour x=:Oy on ayz=zQ, ^ = 0, et^ = dti, résultats 
conformes à la vérité. 

La formule générale des sous-tangentes devient, pour là 
trisectrice rapportée aux coordonnées rectangulaires^ 

^dy~ a(x— Oy+Ca-»^— 6«* + 3a:) 

is de l'équation de la courbe on déduit ces deux valf «:»> 
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de y* , 

d*où résulte 
ydx -~(8^+0±J(ax*-4x-i)V/lTTT 

et enfin ' 

ydx _ ~ (8a;+l ) df ( 2 x* -^ 4jc — t ) j/gx + 1 

le sîgne supérieur se rapportant à la branche CGFE , et l'in- 
férieur à la feuille CNAI. 

Faison» d* abord x z=z o d^ns cette formule, et nous aurons 
cette double expression de la sous-tangente que nous dési- 
gnerons par S , . 

«avoir J pour les points H et D , et |- pour le jit>înt C qui 
est un point multiple; mais si l'on cherche la valeur traie 
de cette fraction , en écrfvant x + i pour x , puis faisant dans 
les deux termes a;==o, après les avoir divisés par i, on U 
trouvera = o. 

Pour a; :;= 1 , on aura 



• • j 



c'est-à-dire,, zéro pour le point ^, et Qttg pour ]es 

points G et JE , la sous^tangente étant comptée dn point jt» 
Povr 0:3=3, abscisse du point F^ la formulç donna 

• f — -^ ^ .— ?5 4 - - 

— a ±: 20 ' 

•• ■ ■ . . • ' 

en observant qu'on ne doit prendre ici que le signe supérieur* 
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Si Ton veut connaitre l'abscisse du point le plus élevé dans 
chaque bmnche^ il faut égaler à. zéro le dénominateur de la 

r formule de la sauMangente^ c'est-à-dire résoudre Téquation 

I 

— arhdCa? — 1 ) V^Sx + i =o; 
«Ue devient ^ en élevant au carré et réduisant j^ 

i5 3 

«' — •g- a:* + 2* — ^' 

et après avoir divisé par x, 
âont les racines sont -, 

or 33 étant moindre que 36 ^ la valeur de x qui correspond 
au signe inférieur du radical , est <! fg- > o^i <C i + 1^> 
c'est-à-dire moindre que la moitié de CF qui est 1 + •}. Pour 
le &igne inférieur , Fabsciise x est , de très-'peu > ^.i^> ou plur 
grande que la moitié de CA, 

On trouve y pour l'expression de la sous-normale rapporté» 
«nx coordonnées rectangulaires» toutes lâs réductions faites^ 

^dx~ — (8x + i)±:(ax*— 4«?»— i)ï/&c+T ^' 

Pour a; = o » la: sous-normale que nous âésignerons par S\ 
devient 

et en prenant le signe supérieur » on trouve «S' = a ; domr 
aux points H et Z), là sous^normale est égale au diamètre du 
cercle. Au signe inférieur, répond ^ = | dont il sera facile 
d'obtenir la valeur vraie. 
L'expression de la sous*tangente pour les coordonnées po^ 
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laires^ est 

o <^*<^f ( fl cos y ±1 1 )* a» ^ 

longueur facile à construire et qu'il faut porter sur une peF« 
pendiculaire menée par C au rajon vecteur au point de h 
courbe qu'on considère ; or pour f :=: 90% ou a . 

c'est effectivement ce que nou» avons trouvé plus haut ponr 
les points H et D, 

Pour ^ ^ 6o* , auquel cas , cos ^ = ^ , nn f = i— , o 

trouve 

d'où 5 = -45. S = o. 

Au reste ^ nous reviendrons à la fin de cet écrit sur le problème 
des tangentes , et nous en donnerons une solution graphique 
très-simple. 

On trouve dans les Traités de calcul différentiel cette for-* 
mule du rayon de courbure pour les coordoimées pqlaires^^ 

• or l'équation de la trisectrice rapportée à ces COordauAéef ; 

étant 

£ = a cos çdcui ^ 

on a -r = '^a sine; «t-t-is: — a cos fi faisant cts lub^tî? 
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tutions dans R, tt réduisant^ on obtient 



9 ±0C08f 

Dans rhypothèse ^ = o^ cette formule donne pour le signe 
mpérieur^ fl = | , et pour le signe inférieur , jR = ^. Si du 
point F auquel se rapporte le rayon de courbure /{ = | , on 
prend sur FC une longueur FO = | = i -f- f , on aura 
CO = 3-|=|. 

La circonférence du cercle osculateur en F, coïncide avec 
la trisectrice dans une très-grande étendue. 

Pour s'en assurer, soit (£g. 33) Ff/ un arc de cercle osculateur 
en F; menons Of/ qui rencontre la trisectrice enfÂ^tt foignona 
CfA qui sera 2. Dans le triangle OCy., on a la proportion 

« + CO : » — CO :: tangi (OH-/U) : tangi (O — fc) , 
d'où 

tang i(0--/x) = i=^^ tang i (0 + ^)- 

Prenant ç = 6o* , on aura cos ^ = i,a = 2, et 

mais on a trouvé CO = | ; donc 

tang i(0 — /^) = i tang i(0 + ^> 

= 2 tang Go*», 
à cause de O -f- fc sz lao*. On conclut de là 

i(0-^) = 11^ 3i' 9^4) C o = 71o3i'4q',4' 

s donc J 
«nais - (O + fc) ss Sq; i / <» =; 48» fl8' i o'»6. 
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On a donc pour calculer 0/x, la proportion 

OfA : sinf :: a : sin o , 

qui donne 

0/x = i,83, 

dont le dernier chiffre est un peu trop fort ; et la différenct 
p/ — O/x = 1,83 — 1= 1,83— 1,8 = o^o3. 

Ainsi la divergence des points [jl' et (jl est de moins de trois 
centièmes du rayon pour un angle ^= 6o*. 

La' projection du rayçn de courbure sur le rayon vecteur 
an point de contact ^ ou le sous-rayon vecteur que nous nom- 
merons R', a pour expression 



fl' = 



■•{(I)'* '■} 






qui devient par la substitution des valeurs données plus baut^ 
' „, { iXcos^ifc (5 + 8cos*^} 

g ± b cos ^ 

Cette formule donne pour ^= o, en prenant le signe supé- 
rieur, iî' = fi = |, et, pour le signe inférieur, 7Î'=:|, 
c'est-à-dire (Eg. acf) les longueurs des rayons dé courbure en 
ji et F, ce qui doit être , puisque, pour ces points , le centre du 
cercle osculateur est sur les rayons vecteurs CF et CA. 

La ligne z — 31' Serait labscisse du centre du cercle osciijr 
lateur, comptée du point Csur le rayon vecteur au point de 
contact, et on trouve, après les réductions^ 

Q(5cos»±:g(cos^»-fi i)) / 
^ , 9±:6cosç 
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L'ordonnée correspondante est K=s v//l*— H'», d'où ré^ 
culte 

r 

-^ { 1 00 ±: 1 60 côs ^—56 cos^^ ±: ( — 1 60 cos^ ^) — 64cos*^} ^ 

(9 :ii 6 cos ç>y [ ^ 

Cette formule , dans rhjrpothèse^rzro , donne^ pour le double 
signe, K= o, ce qui doit wriver, pui«gu*alors le centre du 
cercle de courbure est sur le rayon vecteur mené aux points 
de contact ji et F. 

Ces valeurs de A" et F donnent donc les coordonnées du 
centre du cercle paculateur , comptées du point C sor chaque 
rayon vecteur. 

Nous ramènerons ces coordonnées à des coordonnées rec- 
tangulaires comptées de l'origine C (fig. 34)- 

Soient, à cet effet, CpzipX, pMz=Y, CP=x, PM=y, 
M étant le centre du cercle osculateur en iV: on a 

y = pp'^Mn, xzzs^Cp' + p'P : 
or 

Mn : Y :: sinlf/P ou cos^ : 1^ fMn=^ Ycos^ 

pp' : X :: sin ^ : 1 sa' ^ JPP' ^^ -^ ®"^ ^ 

Cp' : X:: cos^: 1 i ^^\cp' = xcos^ 

p'P ou pu : F :: sin ^ : 1 J \p'P = K sin ^ 

Ces valeurs donnent 

j^ = X sin ^ — Y cos f , 
xzzzX COS ^ + F sin ^ , 

où on remplacera F et X par leurs valeurs calculées ci-de3si|s; 
Pour f = o , et le signe supérieur des valeurs F et X , on a 

donc . . 

18 6 
j, = o, 0^ = 75 = 5. 

Pour le même point F, on a trouvé plus haut le rayon d* 
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combare Jfl = f ; donc 

x + il = y = 3=CF; 

ce qui doit être. Dans la même hypothèse , le signe inférieur- 
donne 

donc jf = o, x= = : 

or le rayon de courbure pour le point A^ c'est-i-dire, 
R:=z^} donc 

x + R^i z=zCA, 

autre vérification de la formule. 

Enfin des valeurs de ^ et a: en X, Y ^ sin f et to%,ç.^ trou- 
vées plus haut , on déduit ^ en élevant au carré et ajoutant , 

y + x» == y* + X*. 

La quadrature des courbes rapportées aux coordonnées po- 
laires^ est donnée par 

= Ta cos*^ ±: acos^ + - Jdpt 
or on a cette formule 



laquelle, pour z?i = o et n = a^ devient 

-, , sîn^coft^ , 1 ^, 
/a»cos*^=; ^^ ^ + -/^ 

sin ^ cos p I 1 

a ' a^ 



co 
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d'ailleurt 

donc 

iS = I sin ç C08 ^ + f ± a sîn ^ + ? J + cQnst: 

= j sin f cos f ±: 12 sinf + ~^ f • 

En étendant cette intégrale depuis ^ = o ^ auquel cas ello 
fi*anéantit , jusqu'à ^ :^ i ao"^ , angle de la tangente EE^ en C à 
la trisectrice avec CF (fig. 29) , on a cette valeur de Tespace 
CHCF, donnée par le signe supérieur , 

or Vordonnée jiG étant v^3 , valeur donnée poui:^, en faî-^ 

«ànt x=ï dans Féquatioti (5), on a ^G=:;3> et cette 
Taleur de Taire 

£=(^Y^G + ccrcl.^C=i^.5GVccrcl.^a 

Le signe inférieur 'donne 

l^'sr < sm^cos^— asinf 4" -^> '^const.l 

intégrale qu'on étendra de f sso à ^^60*, et on trouvera 
pour Taire CNA 



' 
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Or en prenant " pour le rapport de la circonférence au 
diamètre =: i , la surface du cercle dont le diamètre = a , se^ 

^aît " ftti «1- tandis miP' X é2. 'Ta — ^^^ ~ ^^V^ 

rait -7-, ou â7> tanois que -^ -j^ . au — c= g , 

donc Taire désignée par E ^ ne serait pas tout-a-fait un cercle 
et demi du rayon AC* 

Il résulte de la génération de la courbe des points C (Eg. ag) , 
exposée précédemtnent , qu'en désignant par z le rayon yec^ 
teur de cette courbe ^ on aura 

a = Ciï + a, «=:Ci5 — aj 

. « 1 •>« sîn fi^ iw . 

tnais a cause de CB = — : — ^ = a cos^ , 1 équation sera 

sm^ ^ ' ^ . 

2 = 3 cosf ±: a; 

elle suppose la courbe complète ^ et conséquemment la des- 
cription par un s^ul style. 

Au moyen de ces relations 

on passe à cette équation aux coordonnées rectangulaires^' 

Comme Taxe des abscisses est placé ^ymétrig|]6i»eii^ d^i 

la courbe , il est la tangente au point de rebroussement C« 

Si Tott fait les fcubstif utions. . ■ . - 

t ■ • 

^. dz . d^z 

j|^s=:;aQQSf)3ta, -p ac-— S'ftnf , -|^sx-— a 608ip 

^ans cette formule du rayon vecteur 

■> —^T - - ■ -_ — — ■ I . 
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on aura 

or f étant zéro, on a , pour le signe supérieur, 

ai âi 

Maïs GX'étànt=4,' on a {ÎA'— /î = Côr=i4.^ , tandis 
que CO= 1 + ^ : ainsi le point^o, centre du cercle osculateur 
en X, tombe entre ^ et O à une distance de ^^ égale au quart^ 
à peu près /de AO. 

La quadrature est donnée par la formule 



E 



=yï* 



=/(2co8*^ ±:4co8f + si)dp 

= {sin^cos^±;4sin^ + 3f J + corwf, 

et cette -intégrale, pour donner la moitié de l'aire, doit être 
prise depuis ç=xy jusqu'à ^= i8o**, parce qu'ainsi que non» 
l'avons observé, ^a tangente au ppintde rebroussement C, s% 
confond avec la^ ligne CF : on a donc 

£=:3«ercl.^C. 

Cette aire qui n'est que la moitié de l'aire totale, est aussi 
la moitié de l'aire d'une cycloïde qui aurait le cercle de AÇ 
pour cercle générateur. 

fl. Legendre a trouvé 
pour reaqprtadoa da Toliune du tegment pxoduit par la révo'i 
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lution de Tespace circulaire BMDFE autour de ^C(&g. 55); 
9- étant la circonférence dont le diamètre est Tunité. 

Supposons BE = o , et DF en If F' : désignons OF^pàr jc 
et le rayon AO par r. L'expre^on ci-dessus deviendra 

CT, à cause de la propriété 

jiF" ou r + xi UF :: UF' : F'C ou r— .x; 

on aura 

quon peut mettre sous la forme 

i^{(r + x)£|(r-x) + i(r+x)]|} 

Ensorte que dénotant le grand segment par P et le petit par S^ 
on aura ces expressions des deux segmens ^ 

5=g^{af^--5i*x + x5}, 
en observant que P + 5 = vol. de la sphère = ~- r^. On 
déduit de là P — 5 = ^ (6r*x— flo:^) ; et cette proportion 

g ^ C 3i*x -^ x5) : Ç r« : : P - 5 : P + 5 , 

qui donne 

a^~3f*x + r*, ^^( jb ' ùJ ^ ) «o..\.. (itf) 



«■- r- "V (V " 
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laquelle comparée à là formule générale 

o:^ + px -f- 9 = o > 
donne p essentiellement négatif, 

^=:,-, ^=;=H^.(^^^— ), et, a cause de p-jp^ 

moindre que l'unité , on a cette relation 

Ainsi réquation tombe dans le cas irréductible ; conséquem-* / 

ment ses trois racines sont essentiellement réelles. 

Cette équation répond à la trisection d'un arc ç qui aurait 

pour corde m = arf -^-r--^ j dans le cercle du rayon=r ; 

de sorte que Tune des racines est la corde de Tare ^, et les 
deux autres sont les * cordes respectives des arcs — = — , 

Z— - — ï, ^ étant la demi- circonférence (a* sect. Alg. ) 

Maintenant, si Ton interprête ces trois racines, on obser- 

(P— »S\ 

conséquent < ar, l'arc f est moindre que la demi-circonférence, 

et % moindre que le sixième de la circonférence ; donc la racine 
o 

X = cord. 5 

est *< que le côté de Thetagone^ ou ^ r; et les deux autres 
racines 

î. 

•ont plus grandes qi^e le tajonv 

8 



ii4 TRISECTION 

La première racine est )« seule qui appartienne i la quc»« 
tion proposée , et les deux autres doiyent résoudre «ne autre 
question analogue. Pour s'en assurer , désignons (Eg. 36) par u 
le volume d un corps engendré par le segment AMP d*une 
courbe tournant autour de Paxe jiX\ le volume de ce segment 
est donné par la formule 

9r étant la demi-circonférence , et y Tordonnée pour Tab»- 

cisse CP =2 X comptée de Torigine C, 

Or , pour rhyperbole équilatère dans lacpielle le demi-axt 

est r, on sait que 

y* = X* — r* ; 
donc 

C=:5C étant la constante qu'on déterminera d'après cette con- 
sidération que , pour x =r'=:: CA , on doit avoir i* = o , d'où 

C = --— , et conséquemment 

w = l(x3_3,*j: + ar») (a) 

expression qui est précisément celle du petit segment sphé- 
riqu^ que. .n<>us avcms désegoéf par S ^ en observant que le 
segment de l'hyperbole que nous considérons, a pour flèche 
X — r, tandis que , dans la sphère , la flèche est r — x, 

Qu*on change dans (2) a; en — x , et on retrouvera Texpres- 
^n 4p-gva*^d ^jjipei^t^hérique P, ayant pour flèche — as— r, 
ou a: + ?', à ne prendre que sa longueur absolue. 

Faisons déns Véquajion Qî) rferi yt i» =0, ce qui cor- 
respond au rapport p o = o> d'où résulte PzzzSf Téqua* 
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tion aara pour racines a; = o , a; = ±: v/3 : ici les arcs 
triples dont la corde est toujours nulle, sont o**, o^ + SGo"*, 
o** -(- 3.36o**. Ainsi , pour la sphère , la section doit passer par 
le centre, et pour Thyperbole , les sections seront faites à des 
distances du centre ^ égales àdz |/3. Les segmens corresponr- 
dans sont , pour x = j/3 , 

dit 
u =^ 

•t pour a: := — yi, 



U-- ^ , 



dont la somme = -=- = volume de la sphère pour le rayon 

Ainsi le rapport entre les segmens, étant donnée on cou- 

(P — «^\ 
^ j poilr le 

rayon égal à Funité : ayant donc conrtruit une trisectrice pour 
ce rayon , on aura les corde» des trois arcs tiers ; celle de ces 
trois cordes qui sera moindre que le rayon , portée (fig. 5y) do 
C en P ^. donnera la portion du plaa de section pour la sphère ^ 
les deux autres , portées de C en P' et en P^ , dans les deux 
sens , donneront celle du plan coupant pour Fhyperboloïde ^ et 
les deux segmens qui en résulteront > composeront en somme 
le volume de la sphère. 

Le problème dont il s'agit étant proposé pour l'ellipsoïde 
de révolution, conduit absolument à la même équation. Ainsi ^ 
en nomtmant r le demi-grand axe de l'ellipse , on a pour dé- 
terminer Fapothême des deux segmens qui sont entre eux 
comme P est à •$ ^ cette équation 

et comme le second axe n'entre pas ici, on peut conclura 
ipi'on aura toujours les mêmes solutions pour lés ellipsoïdes 
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» 

de révolution de même axe r, et pour tous les hyperboloïdes 
conjugués , puisque Téquation de l'ellipse ne diffère de celle 
de rhyperbole que par le signe du carré du demi-second 
axe. 

La suite des signes de Téquation 

a? — 3r»x+ I*. ar^-^^) = o, 

dont .on sait d*avance que toutes les racines sont réelli^s , et 
l'absence du second terme , montrent que deux racines sont 
positives et la troisième négative, et que celle-ci est égala 
à la somme des deux premières. On prendra donc les deux 
plus petites cordes, x et ad' en plus, et x en moins : la pre- 
mière , portée à droite, à partir du centre, sur le diamètre , 
répondra à deux segmen.s sphériques qui sont entre eux comma 
P siS\\a deuxième, portée du même côté sur la même ligne^ 
répondra au segment hyperbolique égal au segment sphérique 
adjacent; et la troisième, portée à gauche, répondra dans 
l'autre partie de Thyperboloïde, à un segment égal au second 
segment sphérique adjacent ; de sorte que ces deux segmena 
de l'hyperboloïde, seront aussi entre eux comme P k S, et 
que leur somme sera égale au volume de la sphère proposée. 

uiutre génération de la Trisectrice» 

On a déjà dit que la trisectrice était engendrée par le 
point A milieu du diamètre mobile CAM , lorsque son extré- 
mité ilf décrivait la circonférence MM'CM*'^ et que ce dia- 
mètre était assujéti à passer toujours par le point C; d'où 
résultait en même temps la courbe des points C . 

Mais (Eg. 38) en conservant ce premier mouvement du dia- 
mètre CAMy si l'on conçoit un autre diamètre CAM ^ qui n'ait 
que la liberté de tourner autour du point A fixe de position » 
«nsorte que l'extrémité M reste toujours commune aux deux 
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diamètres } qu*on mette ce pomt M en monvement , et qu*oa 
le suppose dans une position M\ ces deux diamètres foriùe-* 
ront les deux côtés égaux M^AM", M' CC du triangle isoscèle 
CfM'M"^ dont la base C'M"^ toujours double de la corde A A' 
de l'arc AO tiers de Tare AGI y est divisée également en S 
par la circonférence qui sert de directrice au point M. 

On observera que Tare AO et son triple AGI résultent 
nécessairement de la position que prennent en même temps 
les trois points M\ M\ C 

Que des deux diamètres CAM superposés d*àbQrd dans 
la position primitive CAM ^ et liés l'un à l'autre au point 
M autour duquel ils ont la faculté de tourner y l'un se meuve 
autour de A^ tandis que l'autre glisse sur C, et trace par 
cette extrémité la courbe des points (7 , il est clair que 
la ligne qui lie toutes les positions à& A ^ en tant que co 
point appartient au diamètre qui glisse sur C, avec toutea 
celles de C extrémité du diamètre qui tourne sur A, décrira 
par A la courbe trisectrice , et par C la circonférence direc- 
trice CWMM'C. 

Nous observerons, en premier lieu , que la ligne AC^ conti- 
nuellement variable de longueur ^ et dont nous venons de dé-« 
finir la propriété des points extrêmes ^ est toujours l'une des deux 
diagonales égales du trapèze AA^CM", telle que A^M", ou 
bien encore la grande diagonale du parallélogramme AA'SM*, 
dans lequel les côtés opposés AM", A' S sont égaux au rayon , 
et dont les deux autres AA\ M" S sont chacun la corde de 
l'arc AO tiers de AGI y parallélogramme dont la petite dia^ 
gonale AS est d'ailleurs toujours égale au rayon; en second 
lieu» que ces deux diagonales se coupent également dans une 
suite de points T^^ qui sont à une circonférence décrite de A 
comme centre avec la moitié de AC^ ou avec AD comme 
rayon. 

Ainsi I pendant que le point A décrit la trisectrice ^ et que 
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